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Luku 1

Johdanto

1.1. Suorat ongelmat ja kiddnteisongelmat

Ka#nteisongelmien yksikésitteinen méérittely on valitettavasti mahdotonta. Suoralla ongelmalla
téssd yhteydesséd tarkoitetaan seuraavantyyppistd ongelmaa. Olkoon f “syy” ja g “seuraus” ja
K niitd yhdistivi matemaattinen malli siten, ettéi K(f) = g. Jos f ja K tunnetaan ja K on
hyvin asetettu (Hadamardin mielessi), vastaa jokaista syyti f yksikésitteinen seuraus g ja pienet
muutokset syyssid f aiheuttavat pienen muutoksen seurauksessa g. Tdhén suoraan ongelmaan
liittyen on olemassa kahden tyyppisid kddnteisongelmia:

e Olkoon g havaittu seuraus ja oletetaan, ettd malli K tunnetaan. Tehtdvand on ma#ratéa
syy f. Téllainen tapaus on esimerkiksi parabolisen osittaisdifferentiaaliyhtélon alkuehdon
méadradminen, kun ratkaisu on havaittu jollakin my6hemmalléd hetkelld. Téllainen ongelma
on myos sidehoidon annossuunnittelu, jossa haluttu sdteilyn absorbtiojakauma seké arvio
véliaineen absorbtio- ja sirontaominaisuuksille tunnetaan. Tehtdvénad on méarata, kuinka
valiainetta pitda “séteilyttdd” eri suunnista, jotta haluttu absorbtiojakauma saavutetaan
mahdollisimman tarkasti.



e Olkoon g havaittu seuraus ja f syy. Tehtdvand on nyt méarita niitd yhdistéivd matemaat-
tinen malli K. Kdytdnnossa tdma tarkoittaa usein sitéd, ettd mallin “parametrinen” muoto
tunnetaan, mutta jotkin ndistd parametreista ovat tuntemattomia. Téllaisia ongelmia ovat
tomografiaongelmat, joista esimerkiksi rontgentomografiassa viliaineeseen “syotetdén” ront-
genséteitd ja havaitaan kappaleen toisella puolella transmittoituneet intensiteetit, jotka ri-
ippuvat véliaineen absorbtio- ja sirontaominaisuuksista. Siten tdmé ongelma on tavallaan

i,jz/z;to sidehoidon annossuunnittelulle “komplementaarinen” ongelma.
2. Yieistetyt 1.1.1. Inverse crimes
kaadnteiskuvaukset
& 2;5127:20 it Kisitteelld inverse crime viitataan siihen, ettd simuloinneissa data g (suora ongelma) lasketaan
PR, samalla diskretoinnilla (operaattorin K realisoinnilla), jota kiytetdén vastaavan kdénteisongel-
menetelmat man ratkaisemisessa. Tamé valinta tuottaa ldhes poikkeuksetta todellisuuteen verrattuna liian
5. Tehtavia hyvid arvioita kyseisen kédnteisongelman ratkeavuudesta. Ta4méa koskee erityisesti kohinattomia

tilanteita. Joissakin tapauksissa tdmé& virhe voidaan vilttdd tarkastelemalla kohinaista dataa.
Ongelmaksi jdd téllsin, kuinka paljon kohinaa (ja milld rakenteella) dataan tulee vihintéin lisédta.
Téssé kirjassa syyllistytddn muutamassa esimerkissé kyseiseen virheeseen. Syyné on tdlloin ollut
ohjelmallisten toteutusten seurattavuus.

1.2. Esimerkkeji suorista ongelmista
1.2.1. CT-havaintomalli

Tarkastellaan ddrettomén kapeaa rontgensiddettéd, joka kulkee siroamatta kohteen ) ldpi. Ko-
hteessa sédteen intensiteetti I noudattaa vaimennuslakia

dI

— =—f(z)I,

= f(@)

jossa f(x) on massavaimennuskerroin pisteessi r € R2.
Ratkaisemalla yhtdlo I:n suhteen saadaan

r=toexp (- [ fla)ds) |

Ve
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Kuva 1.1: Viivaintegraalit pitkin kdyrdd ve : xo — r¢ = 021

jossa I on intensiteetti ennen kohdetta (incident beam), I on intensiteetti kohteen jélkeen ja
fw f(z)ds on viivaintegraali pitkin siddettd ~,. On téysin riittdviad tarkastella suhteen Iy/I
logaritmia, jolloin ongelma voidan kirjoittaa muotoon

ln% =gr= [ f(x)ds. (1.1)
e

Yhteen séteeseen liittyvé suoran ongelman ratkaisu on siten tdmén viivaintegraalin laskeminen,
kun tiheysjakauma f(x) tunnetaan, kuva 1.1.
Suoran ongelman numeerinen ratkaiseminen voidaan luonnollisesti tehdid usealla tavalla.

Oleellista ka#dnteisongelmien yhteydessd on kuitenkin, ettd suora ongelma esitetddn operaat-
toriyhtdlomuodossa

g0 = Ko(f) -

Jaetaan ) pistevieraisiin osajoukkoihin (tyypillisesti taso jaetaan neliihin tai kolmioihin) €,,,
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jotka peittavit joukon . Siis

M
UQm = Q,

/xm<w>xk<x> — 0, mAk ja
Q

(z) = 1, z€Qp,
R o 0, muulloin,

missé X (z) on joukon Q,, indikaattorifunktio. Approksimoidaan nyt funktiota f(x) funktiolla,
joka on paloittain vakio siten, etté

. M
f@) = f@) = foxm(z)

missé f,,, on massavaimennuskerroin elementissé 2,,,. Télloin integraali (1.1) voidaan kirjoittaa
muotoon

M
f@) = [ flz)="Y Ke(m)fm ,
Ye Ye m=1

missé Ky(m) on suoran v, elementtid €2, leikkaavan janan pituus, kuva 1.2.

Kun havaitaan vaimenemat —gp, £ = 1,..., N (N on siteiden lukuméérd), useilta suorilta,
saadaan havaintoyht&loksi
g = Kf,
g = (gla"'agN)Ta
f = (flv"')fM)Ta
Kg = (Kg(l), S ,Kg(M)) ja
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Q| Q2 | O3
e

Qs | Q5 | Q6

ge
Q7 | Qs 9

Kuva 1.2: Suoran ongelman approksimointi rontgentomografiassa.

=
|

000001/301/31]
M Ko(m) fm

Q

K Ki(1) - Ky(M)

Ky Kn(1) - Kn(M)

Matriisi K voi olla alideterministinen, eli M > N, seki lisédksi useissa sovelluksissa hyvin suuri,
mutta usein my6s hyvin harva matriisi, kuva 1.3.

Yleensd CT-kuvantamisen yhteydessd datan laatu on hyvé, eli havainnot g voidaan katsoa
kohinattomiksi intensiteettimittausten osalta. Sen sijaan karkeasta diskretoinnista saattaa ai-
heutua merkittavida mallinnusvirheité, joita yleensd késitellddn additiivisina, miké sinfdnsd on
virheellinen menettely.
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Kuva 1.3: Esimerkki kuvausmatriisin K rakenteesta: nollasta eroavat alkiot, 1600 siddetta: 40

siirrosta, 40 kulmaa. Alue Q on jaettu 40 X 40 nelivon Qy. Matriisin K tiheys on tissi tapauksessa
luokkaa 0.03.
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1.2.2. Alipédsstosuodatus/dekonvoluutio

Klassinen esimerkki kuvantamiseen liittyvéista kddnteisongelmasta on konvoluutiotyyppinen ali-
pédstosuodatus. Tarkastellaan seuraavassa Fredholmin ensimméisen lajin integraaliyhtaloa

g(@) = /QK(x,y)f(y)dy, r€R2 QCR? (1.2)

misséi K on integraaliyhtdlon ydin, © = (z1,22) ja y = (y1,y2). Tavoitteena on rekonstruoida
kuva f(z) havaitun vééristyneen kohinaisen kuvan g(z) perusteella. Olkoon 2 = [0,1] x [0, 1] ja

K(z,y) = exp(=llz —yll) , (1.3)

missd k£ > 0. Ongelman diskretisoimiseksi {2 jaetaan elementteihin (neliéihin) Q;, j =1,..., N,
ja kuvaa f approksimoidaan funktiolla, joka on vakio kussakin elementissd. Talloin saadaan
adrellisdimensioinen havaintomalli g = K f + e, missd g; = g(a:(j )) on havainto kuva-alkion
(pikselin) keskikohdassa z7), e on additiivinen havaintovirhe ja

Kij = |9 exp(—r[z® — D),
missé [(2;] on elementin ; mitta (pinta-ala). Kuvassa 1.4 on esitetty esimerkki kohteesta, havain-

nosta ja erddstéd ratkaisusta.

1.2.3. Sirontaongelma

Yksi klassisista sirontaan liittyvistd kddnteisongelmista on mééréata kappaleen muoto perustuen
tastd kappaleesta sironneen sihkomagneettisen tai akustisen aallon mittauksiin kaukana ko-
hteesta.
Ajan suhteen harmoninen aaltoliike toteuttaa sirottavan kappaleen ) ulkopuolella Helmholtzin
yht&lon
Au(z) + k*u(z) =0 , r € R%\Q. (1.4)
Kokonaiskenttd voidaan jakaa tulevaan (tasoaalto) ja sironneeseen kenttiin

(@) = w(@) + us(7) = 7 £ (@), @ = (o1,22) €R?, (L5)



Sisalto:

N

Johdanto

Yleistetyt
kaanteiskuvaukset

Tihonov-
regularisointi

Iteratiiviset
menetelmat

Tehtavid

c)

Kuva 1.4: a) Todellinen objekti f(z), b) havainto g(z) ja c) tyypillinen regularisoitu ratkaisu

sileysoletuksilla. Kohinan taso on 2% datan “intensiteetistd” ja k = 4.



Sisalto:
1. Johdanto

2. Yleistetyt
kaanteiskuvaukset

3. Tihonov-
regularisointi

4. lIteratiiviset
menetelmat

5. Tehtavid

missi k on aaltoluku, u; (tunnettu suuntaan x; etenevi) tuleva aalto ja ug sironnut aalto. Kau-
kana kohteesta sironneelle kentille approksimoidaan Sommerfeldin séteilyehdon perusteella

dus(x) . N
5 ikus(x) =~ 0. (1.6)

Sirottavan kappaleen pinnalla reunaehto voi olla jokin seuraavista (n on pinnan normaali):
e sound-soft kappale: u(z) =0, x € 02 (Dirichlet),

e sound-hard kappale: % =0, x € 99 (Neumann) ja

e muulloin: Bg—(nz) +idu(z) =0, z € 09 (Robin).

Sirontaongelmaan liittyva suora ongelma on méarata sironnut kentté kaukana kohteesta, kun
kappaleen muoto ja reunaehto tunnetaan. Kun suoraa ongelmaa approksimoidaan &érellisten
elementtien menetelmalléd, paddytdan matriisiyhtaloon

(G(f) + R(N))u" = F(f) ,

missi G(f) ja R(f) ovat Galerkinin menetelméén liittyviit jiykkyys- ja massamatriisit, joiden
alkiot riippuvat suureesta f, vektori F' riippuu muun muassa reunachdoista ja u on kentin ap-
proksimaatio hilapisteissid. Suure f on (parametrinen) esitysmuoto kappaleen reunalle ja mah-
dollisesti myos joillekin muille parametreille. Kuvaus f — G(f) on lineaarinen.

Muodollisesti saadaan

u' = (G() +RUNTEF) = K(f) (17)
jonka kuvaus on epilineaarinen. Olkoon nyt

g =u"|po = Qu" ,
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missd 9 on laskenta-alueen reuna ja @ on operaattori (matriisi), joka “palauttaa” FEM-app-
roksimaatiosta u” kentén niissi pisteissi, joissa mittaukset on suoritettu, tissi tapauksessa siis
laskenta-alueen reunalla. Siten suora ongelma saadaan muotoon

9 = QG(f)+R(f)F(f)
= K(f).

Liséksi ratkaistaessa suuretta f tulee esimerkiksi Gauss-Newton -menetelmaé kiytettaessd rat-
kaista yll& olevan kuvauksen Jacobin matriisi J, jolloin ongelmaa approksimoidaan sekventiaalis-
esti muodolla

~ K(fo) + J(fo)(f = fo) -

1.3. Ratkaisuhilan valinta ja derivointi

Erds keskeisistd regulointitavoista on laskennassa kéytettdvin approksimaation diskretoinnin
séiétéiminen Olkoon f(z) =sinnmz, z € [0,1] C R jan € N. Tamén integraalin yldrajan funktio
on g(z) = [y f(y)dy = (nm)~' (1 — cosnmz), eli

9(x) /f dy—/Kwy y)dy <
g = Kf,

missé kyseisen ensimmdisen lajin Fredholmin integraaliyhtilon ydin K (x,y) on

1 ,y<«x
K@) ={ o Y5

Luonnollisesti mikéli g(z) tunnetaan, ja tavoitteena on méérita se funktio f(z), jonka integraal-
ifunktio g(x) on, derivoidaan g(x), eli
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Tarkastellaan kuitenkin tilannetta, jossa funktion g(z) sijasta havaitaan tdmé funktio pisteissé
x1 = 0,...,zy = 1. Lisdksi havaintoihin on summautunut (normaalijakautunutta) kohinaa,
joten havainnot ovat muotoa

g = g(zk) +en = g +ex
missé E {ex} = 0 (odotusarvo), var(eg) = §? (varianssi) ja E {erem} = 0,k # m, eli virheet ey
ovat toisistaan riippumattomia. Korvataan operaattori K ~! differenssioperaattorilla

ja tarkastellaan n#in saatavaa approksimaatiota flfs samassa tasaviilisessd hilassa y, = xy, (hilavakio
h =z, — xk_1). Nyt saadaan

i = Dg} = D(gx +ex) = Dgy, + Dey,
9k — Jk—1 4 €k — €k—1 .
Tk — Tk—1 Tk — Tk—1

Niistd ensimméinen termi — ¢'(xx) = f(xx), kun x5 — xx—1 — 0. Toinen termi edustaa siten
funktion f(z) estimointivirhettd. TAm& termi on satunnainen, joten médrétdan sen varianssi

2 2
var(ek—ek_1> _ g <ek_€k—1) _E{ek_ej—l}
Tk — Tp—1 T — Tp—1 Tk — Tp—1
= (z— xk_l)_QE {e% + ei71 — Zekek_l}
= (zx—mp_1) 2 (E{er} + E{ej_1} — 2E {eren—1})
262
(xr — 2p-1)?

— o0, kunaxp—xr.1—0.

Siten estimaatin virheen varianssi on sitd suurempi, mité tarkemmassa hilassa laskenta suorite-
taan. Kuvassa 1.5 on esitetty havainnot g7, todellinen integraalifunktio g(z), f(z) seki estimaatit
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f,f joillakin hilavakion h = xj — xp_1 arvoilla. Oheisen Matlab esimerkin avulla voit myos itse
saatéad lisattavan kohinan ja hilavakion arvoa.
Edelld kuvattu ongelma voidaan esittdd matriisi muodossa g = K f, kun g = (g1,...,9n),

=1, fn), fx = f(zx) ja matriisi

1 0 0
| 1L
- 0
11 1
jolloin
1 0 0 0
-1 1 0 0

On selvii, etti esimerkiksi normin || f — f7||2 mielessé hilavakion h “optimaalinen” arvo riip-
puu kohinan “suuruudesta” §. Téassi esimerkissi ongelman regularisointi suoritettiin ratkaisuhi-
lan diskretointia sddtdmaélla. Tamé on perinteinen ldhestymistapa, jota ei nyky#ddn usein su-
ositella.

1.4. Katkaistut hajoitelmat ja “terminen arkeologia”

Toinen keskeinen perinteinen regulointimenetelmé on ratkaisujen sarjamuotojen katkaiseminen.
Tarkastellaan tilannetta, jossa yksidimensioisen metallitangon z € [0, 7] lampotilajakauma g(x, t)
hetkelld ¢ = 0 on g(x,0) = f(x). Tangon molemmat p#it pidetddn lampoétilassa g(0,t) =
g(m,t) = 0 kaikille t. Havaitaan tangon lampétilajakauma g(z, T). Tehtdvind on nyt tdmén ha-
vainnon perusteella arvioida tangon ldampdtilan alkujakaumaa f(x). Ongelma on hankala, koska


http://venda.uku.fi/ws/invers/deriveex.html
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) d)

Kuva 1.5: a) Integraalifunktio g(z) ja kohinaiset havainnot gz, b)-d) f(z) ja estimaatit fg, kun
h =0.1,0.03,0.01, vastaavasti. [KOODI]|
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hyvinkin erillaiset alkujakaumat tasaantuvat samanmuotoiseksi jakaumaksi hyvinkin nopeasti,
jolloin kohinaisista havainnoista on hankala péatelld alkujakauman muotoa. Katso kuva 1.6 ja
animaatio ldmpdotilan muuttumisesta.

Tarkasteltavaa tilannetta kuvaa lampoyhtéld (parabolinen osittaisdifferentiaaliyhtils)

dg

ot
Tarkastellaan yksiulotteista, normeerattua (diffuusiovakio v = 1) tilannetta, jolloin 14mpdyht&ls
voidaan kirjoitta muotoon

V- (vVg) .

a9 _ 9%
ot ox2

Kirjoitetaan ODY:n ratkaisu Fourier-sarjana (Laplace-operaattorin ominaisfunktioiden avulla)

(1.8)

g(z,t) = i an(t) sinnx (1.9)
n=1

Sijoittamalla edellinen yhtéloon (1.8) saadaan

oo

o0
Z a, (t)sinnr = — Z an(t)n? sinnz .
n=1

n=1
Lineaarisen riippumattomuuden perusteella ajasta riippuville kertoimille saadaan

al (t) = —nan(t), n>1. (1.10)

Edelleen hetkelld t =0
o0
f(z) = Z a,(0) sinnz |
n=1

jolloin saadaan

a,(0) = %/OW f(s)sinnsds .
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Néin ollen yhtélsiden (1.10) ratkaisut ovat
an(O)e_”Qt

2 ™
—/ f(s) sinnsdse ™" .
T Jo

an(t)

Nihdéén, ettd alkutilanteessa f(x) mahdollisesti olleet, suuria spatiaalisia taajuuksia (n) edusta-
neet komponentit sin nz havidvit nopeasti. Kuvassa 1.6 on esitetty lampotilajakauman evoluutio
erdéin alkujakauman tapauksessa.

Tarkastellaan seuraavaa ongelmaa. Olkoon g(z,T') tangon lampoétila ajanhetkelld ¢t = T
(havainto). Tavoitteena on méérita aluksi kuvaus f +— g(-, T') ja tdmén jilkeen tutkia kiddnteisen
ongelman g(-,T) — f ratkeavuutta. Jakauma hetkelld ¢ = T saadaan nyt muotoon

o0 2 T
gz, T) = Z—/ f(s)sinnsdse_”QTsinn:c
n—17.r 0
= / K(z,s)f(s) ds ja (1.11)
0
K(z,s) = 2 ie‘"2T sin ns sin nx (1.12)
) - Trn:l ) *

missé yhtélon (1.11) perusteella ongelma on jilleen ensimmdisen lajin Fredholmin integraaliy-

htalo.
Tarkastellaan nyt hetked T' = 1 ja merkitdan

vy = uk(x) =sinkzx ,
up = ug(z)=sinkx,
—k% .
o = e ja
9 = 9(@)=g(T),
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Kuva 1.6: Lampétilajakauman evoluutio erdéin alkujakauman tapauksessa. [KOODI]
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missé funktiot vy ja ug eivét ole kaikissa tapauksissa samoja. Maaritellddn sisdtulo
2 us
(froe) = — [ f(s)uw(s)ds
T Jo
2 (7 .
= — f(s)sinksds ,
T Jo

jolloin (vg, vn) = (ug, uy) = %foﬂ sin kx sin nz de = 0y, eli joukot {vx} ja {uy} ovat ortonor-
maaleja. Suoran ongelman ratkaisu saadaan muotoon

9=">_ ok (f vx) ux . (1.13)
k=1

Kirjoitetaan f ja g Fourier-sarjamuotoon

fo= D (fou ja

e
—

o
=

mistd (1.13) ja (1.14) avulla saadaan (sinin ortogonaalisuus)
(gur) = ow{fivk) Ja
= Y& g ue), (1.15)
k=1

Oletetaan, ettd havaittu g(x) on tarkka (kohinaton) ja ettd tehtévinid on saada alkuar-
volle f(z) numeerinen ratkaisu. Tétéd varten diskretoidaan ominaisfunktiot tasavéliseen hilaan
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1 =0,...,2zxy = 7 ja katkaistaan sarja (1.15) termiin N. Jatkossa sekd funktioita ettd néistd
diskretoinnilla saatuja naytevektoreita merkitd&n samoilla symboleilla. Kirjoitetaan

V=U = [sinz,...,sinNz] ja
S = diag(e},...,e V),

missé matriisit U ja V ortonormeerataan diskretoinnin jélkeen (nimi matriisit ovat jo lihes
ortogonaalisia). Nyt (laskuharjoitukset)

g=USVTf & UTg=8VTf
s f=VStUuty, (1.16)

kuten edelld. Olkoon laskentaan kiytettivin tietokoneen “kone-epsilon” € = 10~'6. Kuinka su-
uri voi N olla, jotta suureen S~! kanssa ei tule ongelmia? Konservatiivinen arvio télle saadaan
midrdaamilld exp(—N?) = ¢, jolloin N ~ /—loge ~ 6. Siten kyseisesti sarjaratkaisusta voitaisi-
in tietokoneella laskea vain kuusi ensimmiists termis, jos sisdtulot UTg eivit ole hyvin pienii.

Osoittautuu siis, ettd matriisia V.S7'UT ei numeerisista syistd voida muodostaa kuin hyvin
pienille N. Kuvassa 1.7 on esitetty hetkelld 7" = 0.05 havaittu jakauma ja alkujakauman kolme
rekonstruktiota, jotka perustuvat muodon (1.15) katkaisemiseen. Téss# tapauksessa huomattavia
virheitd indusoituu, kun termeji on yli 14.

Edellisessé esimerkissd ongelman stabiilisuutta sédddettiin diskretointihilan avulla. Toinen
klassinen regularisointitapa on pitda ratkaisuhila suhteellisen tihedn&, mutta katkaista esitys-
muoto (1.15) seuraavasti

-
7 (g, ur)
= —V . 1.17
fr=2 0w (1.17)
k=1
Téamé& katkaisu aiheuttaa ratkaisuun ainakin vastaavan approksimaatiovirheen

i = i ), (1.18)

k=r+1 Tk
(1.19)
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091

Kuva 1.7: a) Havainto g(z, T = 0.05), b)-c) alkujakauman f(x) rekonstruktiot, kun summasta
(1.15) on otettu vastaavasti mukaan r = 10, 15 ja 17 termid. Katkoviivalla esitetty oikea ratkaisu.

[KOODI]
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jolloin

o0

17 = >0 el (1.20)

k=r+1
Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta, jossa hetkelld T' = 1 havaitaan “kohinainen” jakauma
P =g+e,

missi e on satunnaisvektori, jolle E {e,} = 0, var(ex) = §? kaikille k ja alkiot ovat toisistaan
riippumattomia, eli E {exe} = 0, kun k # £. Nyt ratkaisulle saadaan sisétulon bilineaarisuuden
nojalla

—~ (g, u) — (e, ug)
poo oy lew, s,
k=1 Tk k=1 Tk

= f+f.

Koska {v} ja {ur} ovat ortonormaaleja, saadaan edelleen

1P = F7F = <2 <U—“k>k2<a—“>>

= B n=1
i T
= oy ey, )
k=1n=1 Ok On
g
_ o
=1 %k

Sisitulot (z,y), z,y € RY, voidaan kirjoittaa muodossa xTy, jolloin (e,uk>2 = ufeeTuy ja

E {ee™} = §2I. Niin ollen koska {u } ovat ortonormaaleja seki o, = (¢7**)~2 = 2, saadaan,



etta

r 2
e{IfI2} = E{z—<e’;‘2’“>}
k=1 k
" urE {eeTlu
Sisélté: = Z . {02 } :
K

1. Johdanto k=1

2. VYleistetyt v 'UJ’]E 52 Tuy,
kaanteiskuvaukset =) g =

3. Tihonov- k=1 Tk
regularisointi - T

4. lIteratiiviset _ 52 Z Up, Uk
menetelmat 0.126

5. Tehtavid k=1

2 -2
= ) o
k=1
_ 52(62'1+e2'22+~-~+62'k2+--~—|—62'r2),

josta ndhdadn selvisti, kuinka h#irio voimistuu nopeasti lisdttéessd termeja summaan. Toisaal-
ta approksimaatiovirhe pienenee lisédttdessd néitd termejd. Fourier-sarjojen teoriasta tiedetddan
(tietyilld lisdoletuksilla), ettéd jos

f on jatkuva, niin [ {(f,vr) | <ok,
on jatkuvasti derivoituva, niin ve) | < e1k™?  jne.
Jonj ) ) J

Mité siledmpi jakauman f(x) oletetaan olevan, sitd vihemmén hajotelman termejd voidaan
kayttad kiintedlld approksimaatiovirheelld. Siten ndmaé oletukset vaikuttavat estimoinnissa tehtaviin
valintoihin.

Kuvissa 1.8 ja 1.9 on esitetty kaksi tapausta (' = 0.25 ja T = 0.5, § = 0.02) kohinai-
sista havainnoista seké alkujakauman kolme rekonstruktiota, jotka perustuvat muodon (1.15)
katkaisemiseen.
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Kuva 1.8: a) Havainto g(z,T = 0.25), b)-c) alkujakauman f(x) rekonstruktiot, kun summasta

(1.15) on otettu vastaavasti mukaan r = 2,4 ja 5 termid. Katkiviivalla esitetty oikea ratkaisu.
[KOODI]
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Kuva 1.9: a) Havainto g(z,T = 0.50), b)-c) alkujakauman f(x) rekonstruktiot, kun summasta
(1.15) on otettu vastaavasti mukaan r = 2,3 ja 4 termid. Katkiviivalla esitetty oikea ratkaisu.

[KOODI]
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Ratkaisuhilan sddtédminen ja katkaistun singulaariarvohajoitelman kéyttdminen ovat kaksi
perinteisintd regularisointimenetelméd. Namé menetelmét ovat viela laajalti kdytossé, vaikka
niiden ominaisuudet eivéit yleensd ole kovin hyvét. Luvussa 3 esitettdvd Tihonov-regularisointi
on menetelméluokka, joka on erittdin joustava ja sallii kohteen erityisominaisuuksien liittdmisen
estimointimenetelméén perinteisid menetelmis paremmin.

Tehtavia
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2.1. Lineaarisista operaattoreista

Operaattorilla T tarkoitetaan kuvausta, joka on mééritelty jonkin lineaariavaruuden X os-
ajoukossa (méérittelyjoukko D(T')) ja joka saa arvonsa toisessa lineaariavaruudessa Y. Usein
(varsinkin lineaarisilla 7') D(T) on aliavaruus.

Esimerkki 2.1 Olkoon derivaattaoperaattori D mddritelty lineaariavaruuden
C([0,1]) osajoukossa C1([0,1]) siten, ettd D : C1([0,1]) — C([0,1]), Df = f'. O

Nimityksistd huomautettakoon, etté edellisessé esimerkissé operaattorin méaérittelyjoukon alkiot
ovat jatkuvasti derivoituvia funktioita, jotka on mééritelty alueessa (vililld) Q = [0, 1].
Olkoon D(T') operaattorin T' médrittelyjoukko. Operaattori T on lineaarinen, jos

T(erfr+eafo) =aTfi+ Tl (2.1)
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kaikille skalaareille cq,co ja vektoreille f1, fa,c1f1 + cafe € D(T). Operaattori T on jatkuva

pisteessi f, jos
ITf —Tfell — 0

kaikille jonoille {f3}, joille || f — fx|| — 0. Siten jatkuvuus riippuu normista. Lineaarioperaattori
T :D(T)— Y on rajoitettu, jos on olemassa M < oo siten, etti

ITflly < M]|fllx kaikille f € D(T) (2.2)

missd normit ovat vastaavien avaruuksien normeja. Rajoitetun kuvauksen normi on

T
| T|| = sup 77 _ sup ||ITf]|- (2.3)
20 ILFI =1

Operaattorin 7' : D(T') — Y nolla-avaruus N (T') ja maalijoukko R(T) ovat joukot

N(T) = {feDT)cX: Tf=0} ja
R(T) = {g9ge€Y: Tf=gjollekin f € D(T)} .

Jatkossa oletetaan (ellei toisin mainita), ettd D(T') = X.

Téssd luvussa tullaan huomaamaan, ettd kadnteisongelmien ongelmana on, etteivét suorien
ongelmien operaattoreiden T' nolla-avaruudet ole “selvid”. Toisin sanoen on olemassa vektoreita
f siten, ettd || f|| = 1, mutta ||Tf]| Z 0, joten f & N (T).

Esimerkki 2.2 Olkoon T : RN — RM. Kuvausta vastaavaa matriisia merkitiin myos T €
RMXN - Nyt

N
Tf: (U17U27'"7’UN)(f1a"'7fN)T:kavk 5
k=1

missi vy € RM ovat matriisin T sarakkeet. Siten R(T) = span{vy,...,vy}, mutta dim R(T) <
N. Jos dimR(T) < N, on kuvauksella T ei-triviaali nolla-avaruus N(T). Mieti, miten nolla-
avaruus ja maalijoukko liittyvdt T :n sarakkeiden lineaariseen riippumattomuuteen ja kysymyk-
seen, onko M > N ?
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Esimerkki 2.3 Olkoon T € R?*? siten, ettdi

1 2
r=(1?)
Télléin voidaan valita vektori f = (—2,1)T, jolloin Tf = (0,0)T, eli f € N(T). Toisaalta myés

cf € N(T), Ve € R. Helposti havaitaan, etti dimR(T) # 0, joten dimN(T) = 1. Eli tissi
tapauksessa N (T) = span{(—2,1)T}.

Operaattori T' on kompakti, jos jokaisen rajoitetun joukon B C D(T) kuvan sulkeuma T'(B)
on kompakti. Jos dimR(T) < oo, on T kompakti. Siten periaatteessa kaikki kuvaukset 7' €
RM*N gyat kompakteja. Téhin seikkaan liittyviin ongelmiin palataan myshemmin téssé luvussa.

2.1.1. Hilbert-avaruus

Hilbert-avaruudet H ovat tdydellisid normiavaruuksia, joissa normi on mééritelty sisdtulon avulla
siten, etta

171 = (£, 0%, fen.
Téydellisyydelld tarkoitetaan, ettéd jokaisella suppenevalla Cauchy-jonolla { f,, }, jolle || frn— fm | —
0, kun m,n — oo, f, € H, on raja-arvo f, — f € H. Mielivaltaisen sisituloavaruuden V
téydellistymi (sulkeuma) V on kaikkien niiden jonojen { f, } raja-arvojen joukko, joille { f,} C V.
Esimerkki 2.4 Olkoon f, vdiilli [0,2] mddritelty funktio siten, ettd

0 kunzel0,1—1/n]
fal®) =< nz kunx€]l—1/n,1]
1 kunz €[1,2]

Nyt fr, kuuluu jatkuvien funktioden joukkoon C. Kuitenkaan jonon {f,} rajaarvo

Fo 0 kunx €0,1]
11 kunz€]l,2]

ei ole jatkuva funktio. Joten jatkuvien funktioden joukko C ei ole tdydellinen.
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Lisdksi méaéaritelldan W-normi

1/2
Ifllw = (£, WH? (24)
missd W on positiivisemidefiniitti lineaarioperaattori. Epayht&lot
[(v,wy| < v|l||w]| Cauchy-Schwartz ,
v+ w < v + ||lw olmioepayhtalo ja
I I < ol + flwl kolmioepéyhtalo j

lv+w|? + ||lv — wl||? 2|[v||? + 2||w||? suunnikass#into

ovat hyodyllisid. Lineaarioperaattori 7' : ‘H +— C on lineaarinen funktionaali. Lineaarinen funk-
tionaali on rajoitettu, jos ja vain jos se on jatkuva. Olkoon T : H +— C rajoitettu lineaarinen
funktionaali, missd H on Hilbert-avaruus. Silloin Rieszin esityslauseen perusteella on olemassa
yksikésitteinen vektori g € H siten, etté

T(f) = {f.9) (2.5)
kaikille f € H. Lisiksi |T|| = ||g]|.

Esimerkki 2.5 Olkoon T : L1([0,1]) » R: Tf = fo x)dz. Osoita, ettd tdmd on rajoitettu
lineaarinen funktionaali. Mikd on sisitulo ja vektori g € Ll([O7 1])? Oletetaan, ettd f € L.
Télloin

1
/0 F@)dz = ||l < co.

T(f) / f(z da::/ol f(z)dx

jos ja vain jos g(x) =1, kun z € [0,1]. O

Sisdtulo

Olkoon V C H ja f € H. Joukkoa V; = {w | w = v+ f, v € V} kutsutaan lineaariseksi
monistoksi.
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Olkoon T : ‘Hy — Hs rajoitettu lineaarioperaattori, missé H; ja Hs ovat Hilbert-avaruuksia.
Operaattorin T adjungaatti 7™ on operaattori 7% : Hs — H1, jolle pétee

<Tf7 9>H2 = <.fa T*g>’)-(1 (26)

kaikille f € Hy ja g € Ha. Jos T = T*, on T itseadjungoitu (vastaava matriisi symmetrinen, jos
avaruudet ja T reaalisia).

Esimerkki 2.6 Matriisin T € RM*N adjungaatti. Olkoon f € RN ja g, Tf € RM. Sisitulon
ominaisuuksien perusteella
(Tf, 9l = (9, Tf)gn = 9" (Tf) €R
T T
= (TNHTe)" = (TT"g) =(T"9) f
= <TTgv f>]RN = <f7 TTg>RN
= <f)T*g>]RN V f’ga
joten T* =T7T. O
Olkoon V C ‘H osajoukko. Joukon V ortogonaalinen komplementti V+ on niiden alkioiden

f € H joukko, joille pétee (f,v) = 0 kaikille v € V.

Esimerkki 2.7 Olkoon H = R?, v = (1,1)T ja V = span{v}. Tilldin, jos x € V, niin © =
cv, ¢ € R. Mddgrdtiin V*. Nyt (f,v) = fTv = f1 + fo = 0, joten fi = —fo. Siten V*+ =
span{(1,—1)T}, kuva 2.1. O

2.1.2. Projektiot

Projektio-operaattori (projektori) P : H — H on operaattori, jolle pitee P2 = P. Projektori on
ortogonaaliprojektori, jos lisiksi P = P*. Jollei toisin mainita, jatkossa oletetaan, ettd kaikki
projektorit ovat ortogonaaliprojektoreita.
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H = R?

Kuva 2.1: Ortogonaalinen komplementti.
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Lause 2.1 Olkoon H Hilbert-avaruus ja V C H suljettu aliavaruus. Jokaiselle f € H on ole-
massa yksikisitteinen v € V siten, ettd || f —v| < [|f —wl| kaikille w € V. Téllsin f —v LV, eli
f-vevt. O

Vektoria v kutsutaan vektorin f ortogonaaliseksi projektioksi aliavaruudelle V ja merkitdin v =
Pyf.

Esimerkki 2.8 Muodostetaan vektorin f projektio Py, f normeeratulle vektorille v. Nyt
(f = Pyf,v)=(f —cv,v) =0 ,ceR. Siten (f,v) = (cv,v) = c(v,v) =c ja Ppf = (f,v)v.
O

Esimerkki 2.9 Muodostetaan vektorin f projektio Py f ortonormaalille vektorijoukolle V =
span{v }. Koska Pyf € V, voidaan kirjoittaa Py f =, cpvi. Vaatimuksen f — Pyf LV pe-
rusteella asetetaan erityisesti f — Py f L v; kaikille j. Tdamd on risttdvid seuraavalla perusteella:
Jos f — Pyf L v; kaikille vj, niin f — Pyf L 3, b;jv; kaikille bj. Mutta span{v;} =V, joten
f—Pyf L V. Kuten edellisessi esimerkissd, saadaan siten

(f=Pvfv) = <f—2}wbw>=o, kaikille j ,
k

(frv;) = ;Ck (vk, ;) =c¢; Ja
)1 k=g
_{O,k#y
Pyf = chvk
%
= Z<f)vk>vk~
E

Jos V = H, on Pyf = f ja ylli olevaa muotoa kutsutaan vektorin f Fourier-sarjaksi kannan
{v,} suhteen. O
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Lause 2.2 Olkoon T : Hi — Ha, missi Hy1 ja He ovat Hilbert-avaruuksia. Operaattorin T
maalijoukolle ja nolla-avaruudelle pdtee

N(T*) = R(D)* ja (2.7)
N(T)* = R(T). (2.8)

Topistus. Olkoon g* € N(T*) C Hz ja g € R(T). Silloin on olemassa f € H; siten, ettd
g =Tf. Siten
(9,9 =(Tf,g") =(/,T"g") =0,
silla g* € N(T*). Koska g € R(T) ja (g,g*) = 0, niin g* € R(T)* ja niin ollen

N(T*) c R(T)* .
Olkoon nyt g* € R(T)*. Silloin kaikille f € D(T) C H; péitee
0= (Tf,g") = (£, T"¢")
joten T*g* =0 ja g* € N(T™*). Eli
R(T)*: Cc N(T™) .

Siten
R(T)*: = N(T) .

Tulos (2.8) todistetaan vastaavasti (harjoitustehtivi). O

Esimerkki 2.10 Tarkastellaan tapausta T : H1 — Ha, Hi, Ha = R2. Olkoon

T:(} §>:(vl,v2),



missd (v1,v2) on matriisi, jonka sarakkeet ovat vi ja ve. Mddrdtidin edellisessi lauseessa estin-
tyneet aliavaruudet. Olkoon f € R?, jolloin Tf = fivy + fovs. Siten

R(T) = {fiv1 + fovz| f = (f1, f2) € D(T) =R?}.

Nyt vy = 20y, joten T'f = cvy, c € R ja
Sisalto:
1. Johdanto R(T) = span{vy,v2} = span{v1 } = {¢(1,1), ¢ € R}.
2. Yleistetyt

kaanteiskuvaukset Olkoon nyt f € N(T), joten Tf = 0. Edellisen perusteella saadaan
3. Tihonov-

ularisointi
regularisoint fiv1 + fave = frvr 4+ 2fov1 = (f1 + 2f2)vy = 0.

4. lIteratiiviset
menetelmat

5. Tehtavii Siten f1 = —2f5 ja

N(T) = {c(-2,1), c € R}.

Vastaavasti adjungaatille T* =TT saadaan, etti
R(T*) ={c(1,2), c e R}

ja

N(T*) = {c(1,-1), ce R},
kuva 2.2. O
Esimerkki 2.11 Tarkastellaan Gram-Schmidt -ortogonalisointimenetelmdid. Olkoon

V =span{vg, k=1,...,7} CH, dimH >r

lineaarisesti riippumaton vektorijoukko. Tuotetaan tdsti joukosta ortonormaali kanta aliavaru-
udelle V rekursiivisesti. Oletetaan, ettd V on vdhintddn kaksiulotteinen sisdtuloavaruus ja joukko
{v1,...,v:} sen jokin kanta. Ortogonaalisointi tapahtuu seuraavasti:
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Kuva 2.2: Matriisin 7" maalijoukko ja nolla-avaruus.



e Korvataan vy yksikkovektorilla

U1
Uy = —r.
T ol

o Korvataan vo sen normitetulla ortogonaaliprojektiolla

Sisilts: Uy := vg — (va,u1) U1,
1. Johdanto iolloi
2. Yleistetyt TR ~
kaadnteiskuvaukset Ug = U2
3. Tihonov- ' ||’l~142|| '
regularisointi
4. lteratiiviset o Toistetaan arvoilla k = 1,...,r. Korvataan vy joka kierroksella sen mormitetulla ortogo-
menetelmat . o .
i naaliprojektiolla
5. Tehtavid k—1
Up 1= Vg — E (Vk, us) ui,
i=1
jolloin
U
Uk ‘= 7= o
[

2.1.3. Klassinen ja minimiresiduaaliratkaisu

Lause 2.3 Olkoon V C M suljettu aliavaruus. Silloin H = V & V* (suora summa), missd
hajotelma on yksikdsitteinen. O

Lauseen merkitys on siiné, ettd jokainen f € H voidaan esittdd muodossa f = f1 + fo, f1 € V,
fo € Y+ yksikisitteisesti. Olkoon f € H. Nyt voidaan kirjoittaa

f=Ilf=Rv+{I-P)f=Pf+IT-P)f,
— —
€V eyt

missé [ : H — H on identiteettioperaattori.
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Tf

Kuva 2.3: LS-ratkaisu: datan projektio operaattorin 7' maalijoukolle.

Lause 2.4 Olkoon T : H1 — Ha, f € D(T) ja g € Ha. Tdlldin residuaali | Tf — g|| saavuttaa
miniminsd, kun Tf — g € R(T)*, kuva 2.3. Todistus on harjoitustehtivd. O

Koska R(T)* = N(T*), saadaan edellisen lauseen minimille karakterisointi, jota kutsutaan
normaaliyhtdloiksi
T*(Tf—g) = 0& (2.9)
T"Tf = T'g. (2.10)
Tamén yhtidlon ratkaisua kutsutaan myos LS-ratkaisuksi (Least Squares).
Jos N(T) = {0}, niin N(T*T) = {0} (N(T) = N(T*T), laskuharjoitukset) ja voidaan

kirjoittaa
f=(T"T)"'T"g . (2.11)

Jos lisiiksi g € R(T'), on olemassa v € D(T) siten, ettd Tv = g, joten ||Tv — g|| = 0. Télloin myos
T"Tf=T"g=T"Tv ,
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joten f = v. Toisaalta, jos R(T) # Hs ja/tai N(T) # {0}, ei T ole bijektio eikéd (tavallista)
kédanteiskuvausta voida maéaritells.

Olkoon nyt kuitenkin g € R(T'), jolloin Twv = g. Vektori v € H; on siten yhtélon Tv = ¢
klassinen ratkaisu. Jos N'(T) = {0}, on v yksikisitteinen. Jos N (T) # {0}, kirjoitetaan v =
v1 + vg, missd vy € N(T)* ja vg € N(T). Nyt

T’UZT(’Ul —I—’UQ):TU1+T'U0=T1)1=Q,

joten v ei ole yksikésitteinen. Jos v on jokin yhtélén Tv = g ratkaisu, on siten myos v + vg
tdmén yhtdlon ratkaisu, missd vy on mielivaltainen (mielivaltaisen suuri!) operaattorin 7' nolla-
avaruuden alkio. Nyt
2 2 2 2
[oll" = llvsll” + llwoll = fluall”,

joten kaikista ratkaisuista v on normiltaan pienin se, jolle vy = 0. Kuitenkaan operaattorin 7T
k#anteisoperaattoria ei ole olemassa, joten ratkaisua v ei saada normaaliyhtéltiden ratkaistun
muodon (2.11) avulla. Siten tehtévin ”Maddrdd f, kun T f = g ja g tunnettu.” ratkaisu ja tulkinta
riippuu seuraavista kysymyksista

R(T) £ My,
NT) Lo g
g ; R(T) .

Seuraavissa kappaleissa tarkastellaan, mita késitteelld yleistetty ratkaisu tarkoitetaan.

2.2. Singulaariarvohajotelma

Tarkastellaan yhtaloa
Kf=g, (2.12)

misséd K : H; — Ho on kompakti lineaarioperaattori. Pyritdén esittdmain f ja g operaattoriin
K liittyvien (yleistettyjen) Fourier-sarjojen avulla. Avaruus H on separoituva, jos se sisiltdi
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numeroituvan tiydellisen ortonormaalin joukon. Oletetaan, ettid H; ja Hs ovat separoituvia,
jolloin alkioihin f ja g ndiden avaruuksien tédydellisten ortonormaalien kantojen suhteen kehitetyt
Fourier-sarjat suppenevat normien mielessé.

Operaattorit K*K : Hy — Hy ja KK* : Ho — Ho ovat selviisti kompakteja, itseadjungoitu-
ja (symmetrisid) ja niiden nollasta eroavat ominaisarvot \; ovat samoja ja positiivisia. TAmé
ndhdéédn seuraavasti

K'Kv = M\v,
KK*(Kv) = MNKv) ja
KK*'w = Mw,
missi w = Kwv. Olkoot Ay > A2 > .-+ > 0 ndmé& ominaisarvot (viivaspektri) ja {vg} omi-

naisarvoja vastaavien operaattorin K* K ortonormaalien ominaisvektorien joukko.. Joukko {vy}
on tdydellinen aliavaruudessa R(K*K) = N(K*K)* = N(K)* C H;. Olkoon o, = i ja
up = Uk_lKvk. Siten

K*uk = OkVg , (213)
K’Uk = OrUg ja (2.14)
K*Kv, = o, K*u, = O’,%’Uk = AUk - (2.15)

Vastaavasti operaattorin K K* ortonormaalien ominaisvektoreiden joukko {uj} on tdydellinen
aliavaruudessa R(KK*) = N(KK*)t = N(K*)* C Hs.

Systeemid {oy, vk, ur} kutsutaan operaattorin K singulaarisysteemiksi ja K:n jatkossa es-
itettdvad ndihin suureisiin perustuvaa hajotelmaa singulaariarvohajotelmaksi. Luvut oy ovat
K:n singulaariarvot.

Vektori f € H; voidaan nyt esittdd muodossa

[= PN(K)f+Z (f, k) v, (2.16)
H/—/ —
EN(K) S———
EN(K)+
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Kuva 2.4: Vektorin f projektiot aliavaruuksille N'(K) ja N'(K)™.

missd P4 on ortogonaaliprojektori avaruudelle A, kuva 2.4. Siten

Kf = KPyuf+)_ (five) Ku (2.17)
i,o_/ k:l
— Zak <f7 'Uk) Uy (2]‘8)
k=1

jota kutsutaan operaattorin K singulaariarvohajotelmaksi (SVD).
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2.2.1. Klassinen ja miniminormiratkaisu

Mikéli yhtalolld (2.12) on klassinen ratkaisu f, on oltava g € R(K). Téllsin
(g,uk) = (K f, o0 ' Kvg) = (f, 00 ' K*Kvg) = o (f, vx)

koska K*Kvj, = A\pvg = ozvg. Edelleen’

S g ) P =D 1) P < IfI? < oo
k=1 k=1

Siten eraiksi ratkaisuksi saadaan

fo=> (fror) v

k=1

0[;1 <g,Uk> Vg -

I
M8

b
Il

1

Jos N(K) # {0}, ovat kaikki muotoa

F=Y <g’Zk>vk +fo .

g
k=1

EN(K)+

missé fo € N(K), olevat vektorit ovat yhtdlon (2.12) ratkaisuja. Koska

i <ga7:k>vk L fO ,

ag
k=1

!Besselin epayhtdld: S22, | (f,vk) |2 < ||f]|?> ortonormaalille joukolle {vy}. Yhtésuuruus
span{vy } = H, mutta yleisesti span{vy} C H > f.

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

toteutuu, kun
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on yhtélén (2.12) ratkaisuista normiltaan pienin se, jolle fo = 0. Tétd ratkaisua kutsutaan
miniminormiratkaisuksi. Siten, jos N'(K)1 # Hy, eli N(K) # {0}, on yhtélon (2.12) toteuttavia
ratkaisuja ddrettémén monta, kuva 2.5.

Ongelmalla voi siis olla klassinen ratkaisu, mutta se ei ole wvdlttamdtta yksikdsitteinen.
Toisaalta kappaleessa 2.1.3 kdsiteltiin tapausta, jossa klassista ratkaisua ei vdlttdmdatta
ollut. Miten kdsitellddan tapaus, jossa klassista ratkaisua ei ole eikd yleistettykddan ratkaisu
(LS) ole yksikisitteinen? Tdhin kysymykseen vastaa pseudoinverssikuvausten teoria.

2.3. Pseudoinverssi
Tarkastellaan edelleen yhtalon
Kf=g, K:Hi— Hs (2.23)

ratkaisujen olemassaoloa ja laatua. Maaliavaruuden méaéritelmén perusteella on selvii, etta f voi
olla yhtélon klassinen ratkaisu vain, jos g € R(K). Useissa tilanteissa kuitenkin R(K) # Ha,
jolloin klassista ratkaisua ei yleenséd ole olemassa. Téllainen tilanne on esimerkiksi déarellisdi-
mensioisen ylideterministisen yhtdloryhmén ratkaiseminen. Vektoria f € H; kutsutaan yhtdlon
(2.23) LS-ratkaisuksi, jos

IKf =gl = min{||[Ku—g||, weHi} . (2.24)
Ajrellisdimensioisessa tapauksessa tiité ratkaisua kutsutaan pienimmdan nelidsumman ratkaisuk-
si. Nyt g € Ho = R(K) ® R(K)* ja voidaan kirjoittaa
9= Prx)9 + Prix)~9 = Prixyg + (I — Pr(k))g
ja edelleen
Kf—-g € RK)X=N(K*") ja (2.25)
K*'Kf = K7g. (2.26)

LS-ratkaisu on yksikésitteinen, jos ja vain jos N (K) = M(K*K) = {0}. Mit4 tdmé tarkoittaa,
kun K € RMXN M > N?
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Kuva 2.5: Kaikkien LS-ratkaisujen muodostama monisto A kuvautuu pisteeseen Pr (k)g9- Monis-
to on muotoa A = {f | Kf = Pr(x)g} = PN(K)Lfﬁ-./\/'(K).
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2.3.1. Pseudoinverssin miiritelmi ja karakterisointi

Kuvausta KT, joka liittd4 annetun g € D(KT) = R(K) ® R(K)* yksikisitteiseen minimi-
normiseen LS-ratkaisuun, kutsutaan yleistetyksi (Moore-Penrose) kidnteiskuvaukseksi tai pseu-
doinverssiksi. Siten”

KTg =sol min {||u|| | = sol min ||Ku—g|, ue&H} . (2.27)
u
Pseudoinverssille on olemassa useita ekvivalentteja méaéritelmis, joista seuraavassa téarkeim-
mét.

o (Funktionaalinen mééritelmd) Olkoon K : H; — Hs ja g € Ha. Kuvauksen K pseudoin-
verssille K1 pitee

Ktg = 0 gERE)L ja
Kig = (Klyu:) g ,9€R(K).

Merkinté K|y (k). tarkoittaa operaattorin K rajoittumaa aliavaruudelle N'(K)*, missd
termi rajoittuma viittaa méérittelyjoukkoon siten, ettd D(K |y (x)-) = N(K)t N D(K).
Nyt siis ¢ € D(KT) = Hs ja jaetaan g siten, etti g = g1 + go, missd g1 € R(K) ja
go € R(K)*. Siten KTg = KTg; + Kfgy = KTgy, eli KT projisoi gm “aluksi” maalijoukolle
R(K) ja méfrai sitten ongelman K f = Pg(x)g € R(K) ratkaisun avaruudessa N (K)*.

e (Moore) Olkoon K : H; +— Hs ja g € Ho. Kuvauksen K pseudoinverssille KT pitee
KK' = Pru ja
K'K = Prpkiy= Prx-) -
o (Penrose) Olkoon K : H; — Ha ja g € Ho. Kuvauksen K pseudoinverssille KT piitee
KK'K = K,

2Merkint sol luetaan “solution of the (minimization) problem”.
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Esimerkki 2.12 (Funktionaalinen mddritelmd) Oletetaan esimerkiksi, ettd

K'KKT =
(KKT)*
(KTK)*

1 2
K_(l 2

KT,
KK'
K'K .

)

ja

Télloin N'(K) = span{(—2, 1)} ja N (K)* = span{(1,2)T}. Oletetaan, etti f € N(K)* jolloin

f on muotoa

=

Jja edelleen K|z k1 :lle

Voidaan osoittaa, etti R(K) = span{(1,1)T}. Merkitiin u = (

5
K|y (cf) = Priyg & C( 5 ) =

g=(2,)T. Tdllsin

FEdelleen

wen-o(1 1)

Prx)g = (g, u)u =

=

)

> (

CcC =

1
1

3
10°

(K) ja olkoon



Siis

wo-xt(2)=c(2)=(%):

Pseudoinverssin maaritelmé kattaa “kaikki tilanteet”:

Sisilts: 1. |[Kf—g||=0,eli g € R(K) ja ratkaisu on klassinen.
L (a) Jos N(K)=1{0},on f =K 'g=Kfg.
2. Yleistetyt

kaanteiskuvaukset (b) Jos N(K) # {0}, on muotoa f = f1 + fo olevia ratkaisuja déretén méérd, missi
ey fir e N(K)* ja fo € N(K). Téllsin Kg = f1 ja K fi = g.

regularisointi
4. Z‘Z”:;Vli?t 2. min||Kf—g| #0,eli g ¢ R(K) ja klassista ratkaisua ei ole olemassa. Nyt normin || K f —
5 Tehisuis gl # 0 minimoiville ratkaisuille f = f; + fy pitee K*K f = K*K(f1 + fo) = K*g, missi

fi e N(K)* ja fo € N(K).

(a) N(K) = N(K*K) = {0}, jolloin fo = 0 ja f = Kfg = (K*K)"'K*g on yk-
sikésitteinen.

(b) MN(K) = N(K*K) # {0}, jolloin kaikki muotoa f = fi + fo olevat vektorit ovat
yhtilon K*K(f) + fo) = K*g ratkaisuja. Niistd on normiltaan pienin Kfg = f;.

Niin ollen k#dénteisongelmia karakterisoiva piirre on, ettd asiaankuuluvat nolla-avaruudet ja
maalijoukot eiviit ole “selvid”. Voi olla esimerkiksi niin, etté eksaktisti tarkasteltuna N (K) =
{0}, mutta toisaalta on olemassa vektoreita, joille |jv]| =1 ja Kv = 0.

Karkeasti ottaen voidaankin sanoa, ettd kidnteisongelmat ja reqularisointiteoria kdsittelevdit
tapauksia, joissa miniminormiratkaisuilla on vihdn tai ei mitddn tekemistd haettujen ratkaisu-
jen kanssa.



2.3.2. Miniminormiratkaisujen miirddminen “geneerisesti”

Tarkastellaan miniminormiratkaisun méaardamista, kun “kéytettdvissd” on ainoastaan ohjelma,

jonka avulla voidaan laskea operaattorin maalijoukolle ortonormaali kanta. Matriisien tapaukses-

sa tdmé vastaa matriisin sarakkeiden ortonormeerausta esimerkiksi Gram-Schmidt -ortogonalisointimenet
jota voidaan toki kayttdad muidenkin vektoriavaruuksien kuin R™:n tapauksessa.

Sisalto: Kuten edelld, ongelma on siis médriatd ongelman min || K f — g|| ratkaisuista f normiltaan
1. Johdanto pienin. Merkitaén kuten edell&
2. Yleistetyt — +
kaanteiskuvaukset g \g}J \994
3. Tihonov- ER(K) €ER(K)*

regularisointi . . e e
PR, Residuaali on minimisséén, kun K f = g1 = Pr(k)g, kuva 2.6.

menetelmét Miten g; saadaan?

5. Tehtivii
1. Mé&érataan “efektiivinen” ortonormaali kanta {uy} maalijoukolle R(K) (Gram-Schmidt).

2. g1 =) 1 (9, ur) ur = Pr(r)g-
Seuraavaksi hajotetaan ratkaisut {f | Kf = g1}

=

i + fo .
=~ =~
EN(K)L eN(K)

missé f; on yksikéisitteinen. Vektori fo on yksikésitteinen vain, jos N (K) = {0}, jolloin siis
fo = 0. Koska ortogonaalisuuden perusteella || f|| = || f1]|+] foll, on néisté ratkaisuista normiltaan
pienin f = f1, kuva 2.7.

Miten f; saadaan? Masritasan “efektiivinen” ortonormaali kanta {vy } aliavaruudelle N'(K)+ =
R(K*) (Gram-Schmidt). Nyt f; on muotoa fi; = Y, cxvy ja voidaan kirjoittaa

Kfi = cr Kvp, = CLWE = g1 -
1zk:k\’£ Zk:kk 1

=wy,
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Kuva 2.6: Datan g ortogonaali hajotelma avaruudessa Hs.
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fi

A={fIKf=aq}

Kuva 2.7: LS-ratkaisujen f ortogonaalinen hajotelma avaruudessa Hj.
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Otetaan sisétulot viimeisimmésté yhtalostd vektoreiden w; = Kwv; kanssa, jolloin saadaan
yhtaloryhméa

ch (wg,wj) = (g1, w;) , kaikille j.

k

Téamin (mahdollisesti dédrettémén suuren) yhtdléryhmén ratkaisusta saadaan kertoimet ¢ ja

siten edelleen f7.
Jos joukko {vy} ja siten {wy} ovat dérellisid, saadaan kertoimet ¢y seuraavan yhtéloryhmén

ratkaisusta
(wi,wi) -+ (wi,wy) a1 (g1, w1)

<wT"w1> : <wr7.wr> Cr <glvw’r‘>

Merkitdan téatd yhtdloryhméd e = .

Nyt jos joukko {wy} C Ho “sattuu” olemaan ortonormaali, saadaan kertoimet ¢; = (g1, w;)
suoraan. Edelleen, jos joukot {ug} ja {vx} olisi muodostettu erikoisesti siten, ettd wy = Kv, =
orUL, Saataisiin suoraan

a = Z (9, uk) uk

k
= Z (9, wi) wi, = chakuk )
k k
Ck = <gﬂuk> ja:
Ok
_ <guuk>
fl - ; ok Vg

mikd on juuri edelld esitetty SVD-ratkaisu.
Pragmaattinen valinta avaruuden /(K )+ dimensioksi johtaa myos regularisointimenetelmzin
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kuten kappaleessa 1.4. Télloin asetetaan 0,41 = 0py0 =--- =0 ja

fl _ i <gvuk>vk

ag
= OB

Menetelméé kutsutaan katkaistuun singulaariarvohajoitelmaan perustuvaksi regularisoinniksi.
Ohessa MATLAB-esimerkki katkaisuun perustuvasta regularisoinnista.

2.3.3. Adjrellisdimensioiset kuvaukset
Olkoon K € RV*M Nyt voidaan kirjoittaa
K=USV", (2.28)

missid S = diag(ay,...,0.,0,...,0) € RNXM ja r < min{M, N} on matriisin K ranki. Lisiksi
matriisien V€ RMXM ja U € RV*N sarakkeet vy, ja uy, ovat ortonormaalit. Matriisin V' sarak-
keet virittiviit avaruuden RM siten, ettd span{vy,...,v.} = N(K)* ja span{v,i1,..., 00} =
N(K). Vastaavasti matriisin U sarakkeet virittéivit avaruuden RY ja span{uy,...,u,} = R(K)
sekd span{u,;1,...,uny} = R(K)*.

Numeerisesti kannat operaattorin K nolla-avaruudelle ja maalijoukolle saadaan esimerkiksi
ortogonalisointimenettelyjen avulla (Gram-Schmidt) ja kdyttdméilld hyviksi relaatioita (2.7-2.8),
kuten edellisessé kappaleessa esitettiin.

Muodostakoon matriisin U; sarakkeet (matriisin U ensimmaéiset r saraketta) ortonormaalin
kannan maalijoukolle R(K). Nyt saadaan helposti (laskuharjoitukset), etté

Prxy = UL(UF)T'WUF =UWUT ja (2.29)

Prigyr = I-U(UFU)'UF =1-UUY . (2.30)

Matriisien kasittelyssid hyodyllisii Matlabin funktioita ovat mm. eig , svd , pinv , orth ,
\ ja null .Huomautettakoon, etti Matlabin SVD-algoritmi palauttaa kannat paitsi avaruuk-

sille R(K) ja N(K)*, myos niiden ortogonaalisille komplementeille, joten palautetut matriisit
ovat kuten kaavassa (2.28).


http://venda.uku.fi/ws/invers/svdregex.html
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Esimerkki 2.13 FEsiti KT aliavaruuksien R(K) ja N'(K)* ortonormaalien kantamatriisien Uy
ja Vi avulla kuten kappaleessa 2.3.2. Ortonormaalisuuden perusteella saadaan helposti

g = UUlg,
W = KVi T=WW Te=y=WTg, ,
¢c = I''ly=T"'WHUU)g ja

Vie=WVi(VEKTKV)'ZWVIKTUUL g = KTg .

Kt

fi

Tehtédvia
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Luku III

Tihonov-regularisointi

3.1. Pseudoinverssin jatkuvuus

Tarkastellaan edelleen yhtélon

Kf=g (3.1)
ratkeavuutta, kun K : ‘H; — H2 ja K on kompakti. Useissa tapauksissa yhtalolla ei ole klassista
ratkaisua, jolloin tarkastellaan miniminormista LS-ratkaisua. Yleistetty ratkaisu f = KTg saat-
taa riippua g¢:sté epéjatkuvasti, jolloin pienetkin datan virheet (kohina, pyoristysvirheet) voivat
aiheuttaa suuria virheitd ratkaisuihin. Olkoon {oy, vy, ur} operaattorin K singulaarisysteemi,
joten #sretondimensioisessa tapauksessa (dim N (K)+ = oo)

o~ (9, ur)
Ktg=3" L, 3.2
9 kz::l p (32)
Kompakteille operaattoreille o, — 0 ja piste 0 on kasautumispiste.
Jatkuvuus edellyttid lineaarikuvauksilta T, ettd T'(fr — f) — 0, kun fr — f. Kun merkitdén
wg = fr — f, havaitaan, ettd Twy — 0, kun wy, — 0 ja ||[Twg| — 0, kun ||wg|| — 0. Esimerkiksi



Sisalto:

1.
2.

3.

Johdanto

Yleistetyt
kaanteiskuvaukset

Tihonov-
regularisointi

Iteratiiviset
menetelmat

Tehtavid

voidaan konstruoida jono w; = l_luk(l), l=1,2,.... Kuvaus k() valitsee kaikilla [ indeksin k

arvon siten, ettd oy < [7! (= [7lo, ! > 1). Téllsin ||Jwy|| = I Hugyll =171 — 0, kun I — oo.
Mutta
1K will = KT gl
= K u|

i <uk(l)7 Un>v

On

_ l_l o

n=1
= l_1||0;;&)vk(l)||
= 5_101;(%)”%(1)”

= l_lakd) —a>1, kun [ — oo.

Siis [|w;|| — 0, mutta ||[KTw,|| - 0, joten operaattorin K pseudoinverssi ei ole jatkuva.
Tihonov-regularisoinnin ideana on korvata tarkka huonosti asetettu ongelma hyvin asetetulla
ongelmalla, jonka ratkaisu on jatkuva g:n suhteen. Télld approksimatiivisen ongelman ratkaisulla
approksimoidaan “tarkkaa” ratkaisua.
Yleistetty ratkaisu toteuttaa normaaliyhtélon

K*Kf=K*g. (3.3)

Operaattori K*K on itseadjungoitu ja kompakti, joten sen ominaisarvot ovat ei-negatiivisia.
Siten operaattorin K*K + af, a > 0, ominaisarvoille \; patee Ay > a > 0, joten operaattorilla
K*K + ol on rajoitettu kdénteiskuvaus (laskuharjoitukset), jolloin ongelman

(K*K +ol)f. = K*g (3.4)
ratkaisu on stabiili (hyvin asetettu ongelma). Témén ratkaisua

fo=(K*K+al) 'K*g (3.5)
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kutsutaan ratkaisun f = KTg Tihonov-approksimaatioksi ja parametria o reqularisointiparametrik-
si. Ratkaisu voidaan yksinkertaistaa matriisimuotoon, jolloin

fo= (K"K +al)" K"y

3.2. SVD-muoto

Tihonov-approksimaatio voidaan esittéd singulaariarvohajotelman avulla seuraavasti. Olkoon
{ok; v, u} operaattorin K singulaarisysteemi. Nyt af, = K*g — K*K f,, joten f, € R(K*) =
N(K)*. Siten f, voidaan esittiii muodossa

fa Z faavk
=il
Vastaavasti

K*g = Z<K*g,vk>’u

k=1

o0
= Z <g7 KUk) Vi

k=1

= Zak (g, ur) vy - (3.6)
k=1

Edelleen muodosta (3.4) saadaan
K'g = (K'K+al)fa (3.7)

= (K*K—FO{I) <fa,”Uk> Vg

V]2

B
Il

1
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(fo,v) (KK + al)vy

NgERTNgE:

= (far vr) (K™ Kvg +avy) . (3.8)
~——
k=1 2
okvk
Télloin esitysten (3.6) ja (3.8) perusteella saadaan
oo oo
Z Op 4+ Q) (fasVE) vk = Zak (g, ur) v, &
k=1 k=1
Ok
)y = o ) <
(fort) = e )
= o
fo = Z o2 - @ (9, ur) vg - (3.9)

Esimerkki 3.1 Adrellisdimensioisessa tapauksessa olkoon K = USV™ . Seuraava Matlab-fragmentti
laskee Tihonov-regularisoidun ratkaisun

[U,S,V]=svd(K); % lasketaan matriisin K singulaarisysteemi
sd=diag(S); % matriisin S diagonaalialkiot vekroriksi

sdli=diag(sd./(sd. 2+alpha)); ’% lasketaan kertoimet ja
fl = VxsdlixU’x*g;

Madritellddn “suodinkertoimet” (filter factors) q(oy) ja kirjoitetaan

Fres = D _ a(o%) (g, wr) v
k=1
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Useat regularisointimenetelmét voidaan esittdd méirittelemélld suodinkertoimet sopivasti. Es-
imerkiksi

pseudoinverssi q(or) = ak_l ,
=il
<k<
katkaistu pseudoinverssi q(or) = gfc ’ llg > ]; =Y ja
Tihonov-regularisointi qlor) = == .
o ta

3.3. Konvergenssi ja kohinainen data

Tihonov-approksimaatiota voi edelld esitetyn perusteella pitdéd ad hoc -menetelméné. Tarkastel-
laan seuraavassa approksimaation konvergenssia, eli piteeko f, — f, kun a — 07 Mikéli néin on
eli esimerkiksi, jos KT on stabiili, voidaan periaatteessa muodostaa jono ratkaisuja fa,, fay, - - -
joka suppenee kohti ratkaisua f, kun oy — 0. Kéénteisesti ajateltuna, jos Kf = g ja g € R(K)
on virheeton, niin

a,:l (9,ur) — 0, kun k — oo.

Miniminormiratkaisulle saatiin aikaisemmin
o0

f= KTg = 201:1 (g, ug) vk - (3.10)
k=1

Tarkastellaan nédiden ratkaisujen erotusta

fo—K'g = i L <guk>vk_ii<guk>vk
) o-k: )

2
=1 %k o @ k=1
= i( i —1)<guk>vk
= 5 ,
— o, tao o
= fj (g, k) v
k=1 0k<0k + a)



Erotuksen normin nelio

oo 2
—a
||fa—KT9||2=Z<m> | (g, ur) | -

k=1

Jotta voidaan tarkastella oikean puolen konvergenssia, kun @ — 0 ja vaihtaa raja-arvon ja
summauksen jarjestys, on todettava, ettéd oikea puoli on rajoitettu. Tamé& nidhdééin seuraavasti.
1. Johdanto Koska o, > 0 kaikille & ja

2. Yleistetyt
kaénteiskuvaukset o 1 1

3. Tihonov- 3 = < —
regularisointi Uk(gk + Oé) (Uk:/a + 1) Ok
4. lIteratiiviset >
menetelmat 21

5. Tehtavia

Sisalto:

saadaan

@ 2
(m) g us) 2 < 07| (g, ug)

2
o tao

kaikille k. Koska g on kiinte#, voi KTg olla hyvinkin suuri, mutta ||KTg|| < co. Koska
oo > ||KTg|* = Z% (g, un) I,

voidaan edelld mainittujen operaatioiden jérjestys vaihtaa, joten

oo 2

I —Kfg|2 = i S — 2
e~ KTol? = iy (ak<a,z+a> (g2
o0 2
= Z| g, ug) |* lim (—270()

k=1 =0 \ g (0} + @)

=0 kaikille k

= 0.
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Koska operaattori (K* K+al)~!K* on rajoitettu, Tihonov-approksimaatio f,, riippuu jatkuvasti
datasta g kaikille kiinnitetyille o > 0.

Tarkastellaan seuraavaksi Tihonov-approksimaatiota tapauksessa, jossa data on kohinainen.
Olkoon havaitun datan g° virheen normi korkeintaan 4, eli

lg—g°ll <0,

missi (toistaiseksi) oletetaan, ettd ¢ tunnetaan. Nyt Tihonov-approksimaatio vastaa kohinaista

dataa, eli
f=(K*K+al)'K*g° .

Tarkastellaan erotusta
fo = fo= (K"K +al) ' K*(¢° —g) .

Havaitaan, ettd (K*K +al) 1 K* = K*(KK*+al)~! (matriisin kiiintslemma), jolloin saadaan

||fg¢ - fa||2

(K*(KK* +al) ' (¢° — g9), K*(KK* + o)~ (¢° — g))
(KK* +al) (¢’ — g), KK*(KK* + al)" (3" — g))
|KK*(KK* + o) (KK* +al) ' (¢° — 9),9° — g) .

<1

IA

Toisaalta [|[KK* + ol|| > aja [|[(KK* +al)7| < a~!, joten (harjoitustehtivi)

IfS=fal> < a*{g® -9, —g)=a"'|lg’° —g|> &
—_———
62

7o = fall < &/va.

Siten kaikille kiinteille 6 > 0 ratkaisun virhe voi kasvaa rajatta, kun regularisointiparametri
a— 0.

Perinteisesti keskeinen ongelma regularisoinnissa onkin, kuinka regularisointiparametri tulisi
valita (vastaten tunnettua J) siten, ettd kohinaista dataa vastaava ratkaisu suppenee kohti
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tarkkaa ratkaisua, kun § — 0. Toisin sanoen, vaatimuksena on, etti
a(d) — 0 ja fi(é) — Kfg, kun §—0.

T&llsin regularisointimenetelmid kutsutaan sdainndlliseksi (regular algorithm). Ongelmaksi jad
yleensé se, ettd virheen normia ¢ ei tiedetd tarkasti ja ettéd virhe ei useinkaan ole jakautunut
tasaisesti havaintoihin, jolloin tdmén tyyppiset tarkastelut eivit vélttaméatta ole relevantteja.

Missi sovelluksissa voidaan ajatella, ettd § on hyvin pieni? Enti miten virheen v = g — ¢°
“rakenne” tulisi ottaa huomioon, eli onko virhe esimerkiksi “tasaisesti” jakautunut dataan
g? Jos ndin ei ole, onko ylipidtdin oleellista ainoastaan tarkastella regularisointiparamet-
rin « suuruutta? Lisiksi kannattaa pohtia, kuinka hyvin 6 tunnetaan. Kuinka “herkkd”
ratkaisu on, kun 6* =8 + 62

3.4. Variaatiomuoto

Tarkastellaan neliollistd funktionaalia
Folf) = 1K f = ¢°II” + all £II? - (3.11)

Jatkoa silmélld pitien tulee funktionaalin F,(f) toinen osa lukea kuten oI f||®. Tité termis
kutsutaan tavallisesti sivurajoitteeksi, vaikka kysymyksessé ei ole tavanomainen rajoite. Funkti-
onaalin ensimmaéinen osa edustaa etdisyyttd miniminormiratkaisuun eli residuaalia. Sen sijaan,
ettd miniminormiratkaisu f = KTg° olisi yksikisitteinen, on ratkaisu kiytinnossia miki tahansa
vektori miniminormiratkaisun ja operaattorin K oleellisen nolla-avaruuden méadradméssa monis-
tossa. Termilld oleellinen viitataan tédssd valintaan, joka koskee operaattorin K singulaariarvo-
jen tulkitsemista kiytdnnossi nolliksi. Minimoitavan funktionaalin (3.11) toinen osa taas “ajaa”
vastaavaa LS-ratkaisua normiltaan pienempéin suuntaan, eli (todella) 1oysésti sanoen pyrkii
valitsemaan edelld mainitun moniston alkioista jonkin normiltaan pienisté.
Tarkastellaan LS-ongelman

fo =s0l mfinFa(f) , Fo:Hi—R
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ratkaisua f € Hy, kun K : Hi — Ho. Maéritelliin normi karteesisessa tuloavaruudessa Hi X Ha,
kun u € H; ja v € H, siten, ettd

(s V)13, x20, = l0l7e, + edlull3,, -

Nyt operaattorin K graafi (f, Kf), f € Hi, on suljettu ja konveksi, joten on olemassa f € H;
siten, ettd ||(f, K f)|| saa minimin. Edelleen (muuttujanvaihdon avulla) ndhdéén, ettd siten myos
funktionaalilla (3.11) on minimi, joka on pisteen (0,g?) pienin nelidetiisyys operaattorin K
graafista.

Siis funktionaalin (3.11) minimoivalle alkiolle z piitee

d
- UKz +tw) = PI? +allz + tw|?},_, =

kaikille w € H; ja t € R. Siten

4L K( z—l—tw)—g5||2+oz||z+tw||2}|t o
= LI(K(z+tw) — ¢°, K(2 + tw) — ¢°) + a (2 + tw, z + tw) }|t o °

Kun ¢t € R, niin sisédtulon bilineaarisuuden perusteella

d
— <Z + tu,v) |t:0 = Z,’U> +t <u7 ’U>} |t=0

dt (
= (u,v) ja
d d )
E(z—i—tu,z—i—tu}h:o = —{{z,2) +t(z,u) +t{u,z)+t <u,u>}|t=0
= 2(zu),
joten
<Kz—g‘s,Kw>+a(z,w> = 0 ja
(K"K +al)z — K*¢°,w) = 0 (3.12)



kaikille w € H;. Néin ollen on oltava

(K*K +al)z=K*g° .

Siten funktionaalin (3.11) minimille pétee

fo= (KK +al)"'K*g°

Sisalto:
1. Johdanto eli se on sama kuin miniminormiratkaisun f Tihonov-approksimaatio. Kaytidnnossd Tihonov-
2 I\(’/eisfetykt ) approksimaatiota ei edellisestd muodosta juuri koskaan lasketa. Kaytannon menetelmé esitetdan
e .
cantesRvaiee seuraavassa kappaleessa.
3. Tihonov-
regularisointi
4. Iteratiiviset 3.5. Yleistetty Tihonov-regularisointi
menetelmat
5. Tehtavii Tarkastellaan funktionaalin (3.11) yleistysti

Fo(f) = IKf = oI +allLf|I* .
Tétd vastaava variaatiomuoto (harjoitustehtivi) on
(K*K +aL*L)z — K*g°,w) =0 .

Sivurajoite L f voidaan vield korvata muodolla L(f— f.), jonka merkityksestd enemmén mychemmin.
Nain saadaan yleistetty Tihonov-ongelma

fo = sol min{|Kf —g°|* +allL(f = £)I?} - (3.13)

Mikali tarpeellista, voidaan suorittaa muuttujanvaihto u = f — f,, jolloin ongelma saadaan

muotoon
u = sol min {||Ku— ¢'||” + a|| Lu|®} , (3.14)

missé ¢’ = ¢g° — K f.. Edelleen, jos L on sdénnollinen, merkitdin Lu = v ja u = L™ v, jolloin
saadaan

v = sol mvin{||KL*1"u — g1 +afv|?} .



Tarkastellaan muotoa (3.13) #irellisdimensioisessa tapauksessa. Olkoon nyt K € RN *M ja
L € RN2XM_ Merkitdsin e; = Kf — ¢° € RN, ey = JaL(f — f.) € RM jae = [e],eT]T.

Ongelma (3.14) voidaan nyt kirjoittaa muotoon

2 = sol min |Kf—3l? = sol min llell® (3.15)
Sisalts: = sol min {|le1]> + le2]I*} , (3.16)
1. Johdanto !
2. Yleistetyt missé

)

kaanteiskuvaukset ~ K . » g
3. Tihonov- K = \/&L Ja g = \/aLf* . (317)

regularisointi
4. lteratiiviset Siten Tihonov-regularisoidun ratkaisun méérddminen palautuu muunnetun (lisdtyn) LS-ongelman

5 ::::;Znat ratkaisun médradmiseen! Jos ongelman dimensio ei ole suuri ja matriisin K sarakeranki on téysi',
' voidaan periaatteessa kirjoittaa o
fo=(K*K)"'K*g . (3.18)
Kéyténnossi tilloinkin ratkaisu lasketaan esimerkiksi QR-hajotelman avulla, eiké kdénteismatriisia
(K*K)~! jouduta laskemaan.

Useissa tapauksissa, kuten esimerkiksi osittaisdifferentiaaliyhtéléihin liittyvissd parametriestimointi-
ja sadtoongelmissa, K on hyvin suuri ja lisdksi harva matriisi. T&ll6in ratkaisu voidaan méaarata
iteratiivisesti esimerkiksi jollakin kiintopisteiteraatiolla, katso Luku 4. Hyvin pienidimensioisissa
ongelmissa voidaan kidyttdd muotoa 3.18. Seuraava Matlab-fragmentti laskee ratkaisun QR-ha-
joitelman avulla.

fda=[K;sqrt(alpha)*L]\[gd;sqrt(alpha)*L*fst];

HuomauTus. Kuinka voidaan tarkastaa, onko N (K)NN (L) = {0}? Méériitéén operaattoreiden
K ja L nolla-avaruuksille kannat (esimerkiksi SVD:n avulla) NV (K) = span{wy} ja N(L) =
span{vg }. Projisoidaan vektorit v, yksitellen nolla-avaruudelle N'(K) ja méaritelldin

qe = {ve | ve = Pnxyve} -

1Jos niin ei ole, on voimassa N (K)NN(L) # {0}
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Nyt selvisti jokainen ¢, € N(K) NN (L). O
3.5.1. Yleistetty singulaariarvohajotelma

Olkoon K € RNM*XM ja [ € RN2XM migsi yksinkertaisuuden vuoksi (téssd) oletetaan, etti
Ny > M > N,. Matriisiparin (K, L) yleistetty singulaariarvohajotelma (generalized singular
value decomposition, GSVD) on

v 0 1 = “1
K=U X', L=VEOX !, 3.19
(5 nes) =0) (319
missd U = [ug,...,uy,] € RN ja V = [v1,...,vpy,] € RY2XN2 oyat ortonormaaleja, X =
[z1,...,20] € RMXM on sisnnollinen, ¥ = diag(vy, . ..,¥n,) ja = = diag(&y, . . ., €n, ). Lisiksi

0< Py < <N, <1, 1> > >¢n, >0jayi+ & =1, kunk=1,...,No.
Matriisiparin (K, L) yleistetyt singulaariarvot ovat luvut

’Yk:wk/é_kv k:]-v"'vNQ

ja 0 <71 <79 < -+- < ypn,. Jos V el ole téysiasteinen, { = 0 kun k& > rank(V) ja yleistetty
singulaariarvo ~y; = oo.
Regularisoitu ratkaisu voidaan kirjoittaa GSVD:n avulla muotoon

p M

2
fa<L>=Z#<g,uk>mk+ S (g (3.20)

2
[0
k=1 T+ a) k=p+1

missd p = rank(L), eli p = Na, jos N(L) = {0}. Yhtélon (3.20) oikean puolen toinen summa ei
riipu regularisointiparametrista c.



3.6. Sivurajoitteen merkitys

3.6.1. Deterministinen tulkinta

Sivurajoitteessa || L(f — f«)|| ei ole kysymys varsinaisesta rajoitteesta, mutta jos @ — oo, saadaan
regularisoiduksi ratkaisuksi yhtélorajoitetun LS-ongelman

Sisalto:
=sol inf ||Kf—gl? 21
1. Johdanto f 50 H} ” f g” (3 )
2. VYleistetyt L(f=fx)=0
kaanteiskuvaukset
G T ratkaisu, missd L(f — f.) = 0 on yht#lon rajoite.
regularisointi
4. lteratiiviset Esimerkki 3.2 Oletetaan esimerkiksi, etti L(f — f.) =0,V = [v1,...,0:] 5y, ja N(L) =
menetelmat BINRS
5 Tehisuis span{vy, ..., v, }. Tdllvin
. enhtavia
f—fi=Ve, ceR"
ja
Kf-g = K(Ve+f)—g
= Kc-— g.

Nyt voidaan ratkaista c ja sen jilkeen laskea f = Ve + fi.
HuoMmAUTUS. Miten kiy, jos L € RM*N ja N(L) = {0}? Kun

M>N: f=Ff,
M=N: f=f. ja
M < N : ei mahdollinen.

Useimmissa tapauksissa sopivalla regularisointioperaattorilla on ei-triviaali nolla-avaruus N (L).
O

Tarkastellaan sivurajoitteen merkitystd ongelman (3.21) ratkaisulle ja asetetaan f. = 0.
Tapauksessa L = I regularisointiparametrin kasvattaminen eli & — oo aiheuttaa, ettéd ratkaisu
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fa(I) — 0. Yleisemmiissé, tapauksessa operaattorille L piitee fo(L) — f1 € N(L). Taméi on
osoitettavissa GSVD-esityksen (3.20) avulla.

Tarkastellaan spatiaalista yksiulotteista ongelmaa, jossa t = (t1,...,tn), tgi+1 — tx = h,
f=1f@jafi = ft),...,fn = f(tn). Oletetaan, ettd L vastaa diskretoitua ensimméisen
kertaluvun derivaattaoperaattoria, eli

-1 1
L=D, = N e ROV-DxN (3.22)
T
Téamén operaattorin nolla-avaruus kisittds kaikki vakiovektorit, eli N (L) = {c(1,...,1) €
RY, ¢ € R}, joten ratkaisun f,(D;) raja-arvo on vakiovektori (havainnot vastaavat funktiosta

f(t) = a saatuja arvoja).
Olkoon D,,, m:nnen kertaluvun differenssii vastaava matriisi, eli esimerkiksi

-1 2 -1
-1 2 -1
D, = . . ) € RWV=2XN - 5
-1 2 -1
-1 3 -3 1
-1 3 -3 1
D; = ) . ) . € RW=3xN
-1 3 -3 1

Edellisen perusteella raja-arvoille saadaan siten
fa(D2) = sol mfin I|Kf—g|?>+a||Dof||> = fo, kuna — oo ja

fa(Da) = solmin|[KJ =gl +a|Dof|* = fo . kuna— oo,
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missé fo € N(D2) (havainnot vastaavat funktiosta f(t) = a + bt saatuja arvoja) ja f3 € N'(Ds3)
(havainnost vastaavat funktiosta f(t) = a + bt + ct? saatuja arvoja).

Niitd sivurajoitteiden raja-arvojen nolla-avaruuksien karakterisoimia ratkaisuja kutsutaan
joskus asymptoottisiksi prioreiksi. Siten tapauksessa L = I asymptoottinen priori on f = 0.
Seuraavan MATLAB-esimerkin avulla voit tarkastella regularisoitioperaattorin ja -parametrin
vaikutusta estimaattiin.

Erids tapa “koodata” a priori-oletukset (etukiteen tiedossa oleva tieto ratkaisusta) sivura-
joitteeseen on seuraava. Olkoon olemassa hyvé arvaus monistosta V., = {f = f. +v|v € V},
jossa ratkaisun fJ oletetaan olevan. Olkoon V = span{vy,...,v,} ja V. = (vq,...,v,), missi
vektorijoukko {vy} on ortonormaali. Muodostetaan sivurajoite

L(f = f) =T =VV(f = f) =T =P)(f ~ f.) -

Nyt jos f € V., niin (I — P)(f — f«) = 0, joten kyseinen sivurajoite “vetdd” regularisoitua
ratkaisua fc‘z kohti monistoa V,. Regularisoidun ratkaisun etidisyydelle monistosta V), péitee
dist(f2, Vi) — 0, kun a — oo (harjoitustehtivi). Useissa tapauksissa moniston V, konstruoimi-
nen saattaa osoittautua hyvin tyoladksi.

Esimerkki 3.3 Olkoon V. toisen asteen polynomien joukko, eli V. = {f(t) € F([0,1],R)|f(t) =
co + cit + cot?, f(0) = 1}. Olkoon f € Vs, eli f(t) = co + cit + cot®. Koska f(0) =1 = ¢y = 1.
Olkoon f.(t) = 1, jolloin f — f. € V = span{t,t?}. Tehdidin V:lle ortonormaalikanta Gram-
Schmidtin -ortogonalisointimenetelmdlld:

Olkoon u; =t ja ug = t>. Nyt

’l~}1 = ulzt,

1 12 /2 1
vy = |91 = 2dt) V%= —¢t
L= lal (/O ) =t
o = ug — (ug,v1) v

1
1 1
= ?- /tQ—tdt> —t=t’——t ja
<o /3 ) V3 12"’


http://venda.uku.fi/ws/invers/regdemo.html
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U2

1
1 1
= M=l 2 —1/2 2
= t° — —tdt = =
||’U2|I U2 (/0 12 ) ( 12 )

1
= iy (7
( 12)

Nyt f:n projektio V:lle voidaan kirjoittaa muodossa

2
Pof =Y (fivx) g

k=1

Edelleen funktio y(t) = Pu(f — f«) = ZZ:1 (f — fe,v8) vk = ... on toisenasteen polynomi, jolle
y(0) = 0. Jos f(x) on paraabeli, jolle f(0)=0, niin y(x)=f(z).

Joissakin tapauksissa on kuitenkin mahdollista konstruoida odotettavissa olevia ratkaisuja
kuvaava opetusjoukko {fx ,k = 1,...,r1}. Télloin voidaan edetéd seuraavasti. Muodostetaan
suureet

71
—1
o = 1 ka,
k=1

@ = fe—[f Ja
r1

F* S 7'1_12%‘1}3
k=1

Tavoitteena on nyt méiritéd (pienidimensioinen) aliavaruus V siten, ettd vektoreiden gy etéisyys
tasta aliavaruudesta on pieni. Mikéli pienuutta on tarkoituksenmukaista mitata nelietaisyydella,
Y méaratddn matriisin I', ominaisarvohajoitelman I'y, = WAWT avulla, missi

A =diag(A1, ..., AN) ja W = [wy,...,wyN] .



Sisalto:

1.
2.

3.

Johdanto

Yleistetyt
kaanteiskuvaukset

Tihonov-
regularisointi

Iteratiiviset
menetelmat

Tehtavid

Asetetaan V = span{wg,k=1,...,r} ja V = (wy,...,w;), kun r < r1, N. Kuten edelldkin,
menetelmén toimivuus perustuu havaintoon

Py =1-VVT,

joten (I —VVT)(f — f.) on sitd pienempi, mité pienempi vektorin f et#isyys monistosta V, on.

3.7. Epélineaariset kididnteisongelmat

Téssé kappaleessa tarkastellaan epélineaaristen kéanteisongelmien ratkaisua Tihonov-regulari-
soinnin avulla. Ongelma on muotoa

f =solmin{llg = F(NI* + lL(f = f)I7} . (3:23)

missd kuvaus F' on epilineaarinen. Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi darellisdimensioista
ongelmaa F : RN — RM. Oletetaan, ettd kuvaus F' on Fréchet -derivoituva kaikkialla, jolloin
voidaan kirjoittaa

F(f) = F(fo)+F' (fo)(f — fo) + O(If = fol®) ja
F(fo+6f) = F(fo)+F'(fo)of+Osf1?) ,

missé f = f — fo. Jos F on lineaarinen kuvaus, se on muotoa F(f) = K f, jolloin F'(f) = K
kaikille f.

Newtonin menetelmén ideana on ratkaista ongelma (3.23) iteratiivisesti siten, ettd kyseistd
funktionaalia approksimoidaan jossakin pisteessid f:n suhteen nelidlliselld funktionaalilla, jota
vastaava ratkaisu on f. Tamén jilkeen funktionaalin neli6llinen approksimaatio suoritetaan pis-
teessi f ja toistetaan menettely. Jos tdmi linearisoitujen ongelmien ratkaisujen jono suppenee,
se suppenee alkuperdisen ongelman paikalliseen dériarvokohtaan. Gauss-Newton-menetelmé on
edellisen modifikaatio, jossa Newtonin menetelméssé esiintyviai Hessin matriisia (kyseisen funkti-
onaalin toisten derivaattojen muodostama matriisi) approksimoidaan matriisilla (F")TF’. Gauss-
Newton-menetelméén padstain myos suoraan madradmaillé linearisoitua kuvausta vastaava LS-
ratkaisu.
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Pyritéisin rekursiiviseen menetelmiidin, jossa iteraatioiden jono f) on muotoa
f(j+1) _ f(j) + 5f(j) ,

missé tehtévind on nyt méirité paivitykset 6 fU) siten, ettid fU+D on pisteessé ) linearisoidun
ongelman ratkaisu. Linearisoitua kuvausta vastaavalle funktionaalille Z(f) saadaan pisteen fy
ympéaristossi

2(f) = lg = (F(fo) + F'(fo)(f = f))II* + @l L(f = £ - (3.24)

Rekursiota varten sijoitetaan

foo = f9 ja
foe 9,

jolloin
E(fUD) = llg = F(F9) = F/(F (I = D)2 + ol L(FUD = )11 (3.25)
Sijoitetaan vield

SFO o  fUHD _ #@) g
g — F(f(j)),

jolloin linearisoitu funktionaali on
2(f) = llg=g9 = F(FDofDN? +all LoD = (fo = FONI

Téamin perusmuodossa olevan variaatio-ongelman ratkaisu (minimi) on haettu péivitys 4 f @,
Variaatio-ongelman ratkaisemiseksi kirjoitetaan ongelma LS-muotoon

- (Y- i )
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jolloin E(f(j+1)) = (V(J’))Tv(j) = ||V9|2.
Jos F.m on suoran ongelman ratkaiseva Matlab-ohjelma ja dF.m laskee kyseisen Jacobin
matriisin F’, on Gauss-Newton -menetelmén ratkaiseva koodifragmentti muotoa

£=£0;

for k=1:Niter
gk=F(f);
df=[dF (f) ;sqrt (alpha)*L]\ [g-gk;sqrt (alpha)*L* (f_ast-f)];
f=f+df;

end

Luonnollisesti for-silmukan sijasta algoritmi‘ pitdd varustaa sopiyalla lopetusehdolla, joka
usein on yhdistelmé normeista |6 f7)|| ja [|g — g\9)||. Periaatteessa 6 f) — 0, jolloin siis kyseisen
lisdityn LS-ongelman residuaali on ortogonaalinen kerroinmatriisin sarakkeiden kanssa (pisteessé

£)), eli ’
< Fl\(/fa(f)) > ( Sl szf(f)f(oo)) ) 0.

Fréchet -derivoituvat epélineaariset sivurajoitteet kisitellddn vastaavasti.

Esimerkki 3.4 Olkoon g = F(f), F : RN — RY siten, ettd
F(f)=Kf+B(ft,....[3)" =Kf+Bf?,

missi f € RN ja K,B € RN*N . Midrdtddn kuvauksen F Jacobin matriisi F' ja reqularisoitu
GN-iteraatio.
Kirjoitetaan aluksi F(f) muotoon

N N
F(f)=>_ Kife+Y_ Bifi,
k=1 k=1
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missi Ky ja By ovat matriisien sarakkeet. Tdstd muodosta saadaan helposti

oF

— = Ky,+2B ja
I ¢ ofe J
oF .
" K + 2B diag(f) ,

joten

F(f) = F(fo)+ F'(fo)(f — fo)
= Kfo+Bf§+ (K +2Bdiag(fo))(f — fo) -

Siten saadaan rekursio

G) — - K + 2B diag(f)) G _ g—F(f@) ,
N L ( val Y VaL(f. — f9) 7
fUD = f@) 4 stepsfU) |

missd step tarkoittaa askelpituutta (yleensd < 1).

3.8. Regularisointiparametrin valinta

Perinteisen inversioteorian mukaan regularisointimenetelma pitdé periaatteessa aina varustaa jol-
lakin objektiivisella regularisointiparametrin valintasddnnolla. Valintamenetelmié, joissa a val-
itaan ainoastaan operaattorin K ominaisuuksien perusteella, kutsutaan a priori -sdannoiksi.
Menetelmié, joissa a valitaan perustuen residuaaliin K f,—g, kutsutaan a posteriori-menetelmiksi.
Kaytinnossd valintasdantojen ohella kaytetddn aina myos visuaalista arviointia, toisin sanoen
ldhes aina yksi a posteriori -kriteeri on ratkaisujen visuaalinen luonne. Yksi mahdollisuus on
my6s kéyttdd simulointeja regularisointiparametrin valinnan apuna, mikali ratkaisujen luokka
ja virheiden ominaisuudet tunnetaan riittdvan hyvin.

Regularisointiparametrien valintamenetelmid ovat muun muassa Morozovin diskrepanssipe-
riaate, L-kiyrd -menetelmd, yleistetty ristiarviointi (generalized cross validation) ja kvasiopti-
maalisuuskriteeri. Téssé késitelldan vain kahta ensin mainittua menetelméé.
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3.8.1. Morozovin diskrepanssiperiaate

Tarkastellaan tavallista Tihonov-regularisointia. Olkoon K : H; — Hs. Jos R(K) = Ha, 18ytyy
periaatteessa aina ratkaisu siten, ettdi kohinaisellekin datalle ||K fS — ¢°| = 0, mutta kuten
aikaisemmin on todettu, minimoiva ratkaisu f = KTg? on télloin tavallisesti merkitykseton.
Morozovin diskrepanssiperiaatteen mukaisesti “ei kannata yrittda” saavuttaa pienempéé virheen
normia kuin tdmén voidaan olettaa olevan. Siis, jos on olemassa arvio

lg—¢°ll=2,
tulee regularisointiparametri valita siten, etté
IKfo =gl =3 . (3.26)
Voidaan osoittaa, ettd a = a(6), jolle (3.26) toteutuu, on olemassa, jos ||g°|| > ¢ ja hairiottomille

datalle pitee g € R(K). Tamé ndhddin seuraavasti. Kuten aikaisemminkin, kirjoitetaan

(¢°, up) ur +Prrcyg°,

{QO'I
I
NE

k=1
Pr(k)9°
> g
5 k B
fo = E 5 (9% uryvi Kuvy = oguy,
o, ta
k=1
oo 0_2
5 k 5 :
Kf, = E 02+a<gauk>uk ja
k=1 k
ER(K)

=
Sk,

I
[M]8

aa <967uk>uk - PR(K)J-g(S )

a9 U]%"r‘

=~
Il

1
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missé Pr gyt on projektori P : Hy — R(K)*, jolloin siis Pr(kyrg =0, koska g € R(K). Siten
ratkaisun virheelle saadaan

%) 2
—
IIKf2—95||2:Z< ) (%, w2 + | Prere 611 -

2
o (&%
k=1 k +

Nyt kuvaus
Fla) = |Kfs =4l

on jatkuva ja kasvava funktio, jolle saadaan raja-arvot

alirgl+ F(a) = ||Prix)2d’ll = IPrx)~9° — Prixc)29
=0
1Priy- (¢° =)l < llg° =gl =6 ja
Jim F(a) = g1l > 6 .

Viitetty tulos seuraa suoraan Bolzanon lauseen perusteella. Voidaan osoittaa, ettd Morozovin
diskrepanssiperiaatteen perusteella tapahtuva regularisointiparametrin valinta johtaa sdannélliseen
algoritmiin.

3.8.2. L-kidyrd -menetelmi

L-kédyra on graafi
aw (log K5 — ¢’ ll,logIL£3I)

jonka muoto on yleensii/usein/joskus/sattumalta kirjaimen “L” muotoinen. L-kéiyrd -menetelmén
mukaisesti valitaan regularisointiparametri siten, ettd kyseiselld graafilla “ollaan hieman kul-
masta oikealla”. Téssé ei esiteta télle valintamenetelmaélle teoreettisia perusteita. Menetelmé on
sdannollinen algoritmi vain “suppealle” operaattoriluokalle ja sen perustelut ovat muissa tapauk-
sissa kvalitatiivisia ja heuristisia. TAmé& ei taas tarkoita, etteiké menetelméé voisi kayttia, jos
graafi on kuvatun kaltainen.



Esimerkki 3.5 Tarkastellaan johdantoluvun derivaattaesimerkin reqularisointiparametrin val-
intaa. Asetetaan 6% = N_IE{eTe} = 0.1 ja kdytetdin regularisointimatriisia L = I. Koska
kyse on simulaatiosta, voidaan tarkastella myds todellista estimointivirhettd || f — f2|.

Kuvassa 3.1 on esitetty todellisen estimointivirheen || f— f2 || riippuvuus regularisointiparametrista
a kolmella eri kohinatasolla 6. Optimaalisen reqularisointiparametrin riippuvuus kohinatasosta
on ilmeinen. Kuvassa 3.2 taas on esitetly sivurajoitteen normin || L fi” risppuvuus padrajoitteen

Sisalto: . ) i . Y B . .
1 Johdant normista || K f2 — ¢°|| samoilla kohinatasoilla. L-kiyrdin kiyttokelpoisuus risppuu selvisti kohi-
o ohdanto o . . . . T - . .
2 Yieistetyt natasosta. Kuvassa 3.3 on esitetty reqularisointiparametrin madrddminen Morozovin periaatteen
kaznteiskuvaukset ja L-kdayrdn avulla, kun § = 0.1.
3. Tihonov- Ndiden kuvien kuvaajat ovat siis graafit
regularisointi
4. lteratiiviset Morozov (a’ ||ng _ 95”) ja

menetelmat

5. Tehtivis L-kiyri (log | K f3 — g°ll, Jog [ Lfal) ,

missi o € [1078,1071].0

3.9. Tihonov-regularisointi ja normaalijakaumaoletukset

Téssé kappaleessa osoitetaan, ettd Tihonov-regularisointi vastaa tiettyja erittéin rajoitettuja ole-
tuksia sekd havaintovirheisté ettd itse estimoitavasta suureesta. Jatkossa sekéd satunnaismuut-
tujia X ettd nididen saamia arvoja x merkitadn pienilld kirjaimilla, jos sekaantumisen vaaraa ei
ole

3.9.1. Mean square -estimointi

Tarkastellaan #érellisdimensioisia tapauksia, jolloin f € RY ja g € RM. Tilastollisessa inversio-
teoriassa tulkitaan sekd muuttuja f ettd havaintovirhe v satunnaismuuttujiksi (jolloin havainto g
on myés satunniasmuuttuja). Tarkastellaan tilastollista minimimointiongelmaa (minimum mean
square error, MMSE )

J=solmn B {|If = fIP} . (3.27)
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10

10~

Kuva 3.1: Estimointivirheen ||f — fZ|| riippuvuus regularisointiparametrista o kohinatasoilla
6 = 0.01 (chuin viiva), 6§ = 0.03 ja § = 0.1 (paksuin viiva). [KOODI]|



N

0
5=0.01
3=0.03
-1r 3=0.1 |
Sisalté:
. Johdanto —2r I
Yleistetyt
kaadnteiskuvaukset 3l |
3. Tihonov-
regularisointi
4. lteratiiviset -4+ ,
menetelmat
5. Tehtavid
_5 - .
_6 - .
_7 - .
_8 - .
-9
15 2 25 3

Kuva 3.2: Sivurajoitteen normin ||Lf¢ || riippuvuus péirajoitteen normista || K fS — g% kohinata-
soilla § = 0.01 (ohuin viiva), § = 0.03 ja § = 0.1 (paksuin viiva). Molempien akselien numerointi

viittaa kymmenen eksponentteihin. [KOODI]
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5=01
10-1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
=107 E
F,
?
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4
10°F E
10 E
a=0.0029169
10° 10° 10 107

a)

-3-

5L

-6 o =0.00038566 1

L L L L L L 05 L L L L L L L L L

16 18 2 2.2 2.4 2.6 2.8 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
) d)

Kuva 3.3: a) Morozovin diskrepanssimenetelmé ja b) tétd vastaava estimaatti (o = 0.002, 6 =
0.1) sekéd c) L-kdyrd -menetelmé (logaritmiset akselit) ja d) tdté vastaava estimaatti (o = 0.0002,
6 =0.1). [KOODI]
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misséd F on odotusarvo-operaattori ja satunnaismuuttujan f tiheysfunktio on ps(f). Merkitéddn
f ~ py. Jos g = Kf ja havaintovirheet v ~ p, ovat additiivisia, voidaan havaintoyht&loksi
kirjoittaa

¢ = g+,
Kf = g=¢"-v ja
@ —-Kf = v.

Oletetaan jatkossa, ettd f ja v ovat toisistaan riippumattomia. Tilanne voidaan tulkita seu-
raavasti: tiheysfunktiosta py “arvotaan” alkio (parametri) fi. Tdmén jilkeen “lasketaan” kuva
gr = K fi, joka on nyt myos satunnaismuuttuja. Tadmén jilkeen arvotaan satunnaismuuttuja
(kohina, hiiri6, havaintovirhe) vy ja “lisdtddan” tdmi kuvaan gi. Useissa tapauksissa voidaan sat-
unnaismuuttujan v katsoa olevan (tilastollisesti) riippumaton satunnaismuuttujasta f. Vektori
g,‘z = K fi + v on todellinen havainto, kuva 3.4.

Miniminormiestimaatin médriadmisongelmaa voidaan tulkita kokeellisesti seuraavasti.

1. Generoidaan NN vektoria f € H; jakaumasta py.

2. Lasketaan (virheettémiit/kohinattomat) havainnot g = K f.
3. Generoidaan N virhevektoria vy € Ho jakaumasta p,.

4. Lasketaan kohinaiset havainnot g,‘i = gr + vg.

5. Masrataan ﬁc =F (gg) siten, ettd virheet fj — fk ovat “keskimé&drin” mahdollisimman
pienid koko joukolle {fx, k=1,...,N}, eli

N ~
> e = frll* — min .

k=1

Miten kuvaus F' masarataan?
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)
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pu(v)

Kuva 3.4: Havainnon g,‘z méadrdytyminen, kun fj ja vp ovat satunnaismuuttujia.
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Merkintdjen yksinkertaistamiseksi kirjoitetaan jatkossa g = ¢° = K f + v. Kriteerin (3.27) min-
imoiva estimaatti f on ehdollinen odotusarvo (todistus)

F=E{flg} = / fos10(F)df

missé py|, on satunnaismuuttujan f ehdollinen jakauma tunnetulla g. Bayesin kaavan mukaan

DPflgPg = Pg|fPf -

Jakaumaa pg; kutsutaan uskottavuudeksi (likelihood) ja se voidaan tulkita havainnon g to-
dennékoisyydeksi, kun f on tunnettu. Jakaumaa py kutsutaan priorijakaumaksi (a priori) ja
se taas tulkitaan todennékdisyydeksi, ettd tuntematon muuttuja saa arvon f. Jakaumaa py|,
kutsutaan posteriorijakaumaksi, jonka méaidrdaminen on tilastollisen inversioteorian ensisijainen
tavoite. Jakauman perusteella voidaan vastata kaikkiin kysymyksiin koskien satunnaismuuttu-
jaa f. Voidaan osoittaa, ettd jos f ja v ovat toisistaan riippumattomia, on v = g — Kf ~ p,,
joten (todistus)

pgi(9) =pu(g — Kf) .
Siten
Prlg =Py 'pulg — KPps(f) (3.28)
missé p, ei riipu satunnaismuuttujasta f.
3.9.2. Normaalijakauma

Tarkastellaan nyt erikoistapausta, jossa sekii f € RN ettd v € RM ovat riippumattomia ja
normaalijakautuneita siten, etta

pe(f) = Wexp(—%(f—f*)rff;l(f—f*)) ja
1 1 )
) = e (<5 - TR - ) |
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missé f, ja v, ovat satunnaismuuttujien f ja v odotusarvot seké I'y ja I', kovarianssimatriisit.
Silloin my6s K f ja K f + v ovat normaalijakautuneita. Posteriorijakauma on siten muotoa

Prlg X DPglfPr =pu(g — K[f)ps(f)
o« exp (=3 (0= KF - I g - KT =)

exp (~507 = 1T - £2)
— e (-300) .
missd Q(f) on nelisllinen funktio

QUf) = (g~ Kf—v) T, g — Kf —vi) + (f = f)TT7H(f = fo)- (3.29)

Normaalijakauman symmetriaominaisuuksien vuoksi posteriorijakauman odotusarvo on jakau-
man maksimikohta, joten

= solm?xpﬂg

sol n?n Qf) -

Olkoot L, ja Ly matriisien I',! ja F;l Cholesky-tekijit (tai muut matriisinelisjuuret) eli L7 Ly =
171 ja L, vastaavasti. Minimoitava funktio Q(f) voidaan kirjoittaa muotoon

Fo= sotmin { (LRS- g = 1) (LulES — g 2)

+@Af—ﬁ»ﬂLAf—ﬁ»}
= solmin (L (K S — g~ w)I + 1240 — £I) (3.30)
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(5 e

Témén formaali ratkaisu on (laskuharjoitukset)

= sol min
f

= (KTF,le n r;l) B (KTrgl(g —v)+ r;lf*) . (3.32)

Kriteeri (3.31) on selviisti samaa muotoa kuin yleistetty Tihonov-regularisointi. Siten (yleis-
tetty) Tihonov-regularisointi vastaa muodollisesti pienimmén nelidvirheen estimointia normaali-
jakaumaoletuksilla! Erityisesti Tihonov-regularisoinnissa tehddin esimerkiksi tapauksessa L = I
implisiittisesti seuraavat oletukset:

e Ratkaisuvektorin f alkiot ovat keskeniin tilastollisesti riippumattomia keskiarvolla f, ja
liséiksi vektorin f alkioiden varianssit ovat yhté suuret.

e Havaintovirhevektorin alkiot ovat my6s keskenééin tilastollisesti riipumattomia keskiarvolla
v, = 0 ja liséiksi virheiden vy, varianssit ovat yhtd suuret (virhe on “jakautunut tasaisesti”
havaintoihin).

Mikili parametrin f jakaumalle voidaan tehdd normaalijakauma-approksimaatio (odotusarvo fi
ja kovarianssi I'y), saadaan neliovirhekriteerin mielessé “oikeat” matriisit kuten ylla on esitetty.

Esimerkki 3.6 Havainnollistetaan kovarianssien I', ja I'y merkitystd seuraavalla esimerkilld.
Olkoon K : R? — R? siten, ettd
2 4
k=(12)

RIK)={a(2, )T, et €R}  ja  N(K)={ca(~2, )T, 2 €R} .

jolloin dimR(K) =1 sekd
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Oletetaan lisiksi, etti f = (3, 0)T, jolloin Kf = (6, 3)T. Lisdtddn vektoriin K f kohinaa v,
ja olkoon havainto siten g = Kf + v. Olkoot f ja v normaalijokautuneita siten, ettd niiden
odotusarvot ovat f. = v. = (0, 0)T ja kovarianssimatriisit

10 -1 . 10 0
n=(85) e ome(00)

Mddrdtidn g:n keskihajontaellipsi ja lasketaan tamdn ellipsin pisteitd vastaten
o Miniminormiratkaisut fi = K1 sekdi
o nditi vastaavat (ortogonaaliset) projektiot g1 = K f1 maaliavaruudelle R(K).

o Pienimmin (tilastollisen) nelidvirheen estimaatit fyvse = (KTFJIK—i—F;l)_lKTFnu_Ig
sekd

e nditd vastaavat (ei-ortogonaaliset) projektiot gnvse = K fumse maaliavarvudelle R(K).

4

Laskennan tulokset on esitetty kuvassa 3.5. Havaitaan, etti valittu f = (3, 0)T on “todenndkéinen’
néyte jakaumasta N'(0,T'f), joten MMSE-ratkaisut ovat selvisti parempia kwin miniminormi-
ratkaisut. Siten oikeiden kovarianssien kdyttaminen on (tdmdnkin esimerkin valossa) perustel-
tua. Toisaalta, jos jakauma N(0,Tf) olisi vidrd, saataisiin aina estimaatteja fumse, jotka
silti néyttdisivit olevan tistd jakaumasta. Jos esimerkiksi f = (0, 1.5)T, olisi edelleen Kf =
(6, 3)T ja kaikki estimaatit olisivat kuten tapauksessa f = (3, 0)T. Nyt kuitenkin ps(3,0) =
1.96pf(0,1.5), joten estimaattori ajaa ratkaisuja (priorijakauman kannalta) todenndkdisempid
havaintoja kohti. Jos fy ja v, eivdt olisi nollia, olisi tulosten ero tdssd esitettyd huomattavamps.
O

Voidaan sanoa, ettd vadrit kovarianssivalinnat voivat aiheuttaa suuria virheitd satunnais-
muuttujan f estimoimisessa. Toisaalta kuitenkin my6s tavallisen Tihonov-regularisoinnin im-
plisiittiset valinnat f, =0, v, =0, 'y = a1 ja ', = I voivat olla tilanteeseen sopimattomia.

Tehtavia
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Kuva 3.5: a) ja c¢) Jakauman py keskihajontaellipsit, nolla-avaruus N (K) ja “oikea” f (ympyri)
seki a) miniminormiestimaatit fi = Kg (4), ¢) Pienimmin (tilastollisen) neliévirheen estimaatit
fumse = (KT LK + F;l)*lKTF;lg (+). b) ja d) Jakauman K f + p, keskihajontaellipsit ja
maalijoukko R(K) sekd b) ortogonaaliset projektiot g1 = Kf1 (+), d) projektiot gumse =
K fumse (+). Huomaa, kuinka kuvassa a) selvisti KTg € V(K)L. [KOODI|
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Luku IV

Iteratiivisia menetelmia

Joissakin tapauksissa ongelman g = K f matriisin K dimensiot ovat niin suuret, ettd suorat
menetelmét ongelman ratkaisemiseksi ovat liian raskaita. Télloin on mahdollista pyrkid saa-
maan ratkaisu iteratiivisesti. Varsinkin, jos matriisi K on harva, osoittautuvat tietyt iteratiiviset
menetelmiét erittédin tehokkaiksi.

Perinteisesti kéanteisongelmien kannalta oleellista on lisdksi, ettd tietyt iteratiiviset algo-
ritmit varustettuna sopivalla iteraatioiden terminointisddnnolla osoittautuvat sadnnollisiksi al-
goritmeiksi. Téllaisia algoritmeja ovat mm. Landweber-, konjugaattigradientti- ja Kaczmarz-
iteraatiot.

4.1. Kiintopisteiteraatiot

Olkoon § C H suljettu ja T : S — S. Operaattori T' on kutistava kuvaus joukossa S, jos on
olemassa vakio 0 < x < 1 siten, ettd ||T(f1) — T(f2)|| < k||f1 — f2| kaikille f1, f2 € S.
Jos S on konveksi ja || T7(f)| < k < 1 kaikille f € S, on T kutistava, koska véliarvolauseen

mukaan [[T'(f1) = T(f2)|| <sup [T (NI I fr = fall, f €S
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Olkoon f = T(f) jollekin f € H. Téllaista pistettd kutsutaan kuvauksen T kiintopisteeksi.
Muotoa fr+1 = T(fx) olevaa perikkiisten approksimaatioden jonoa kutsutaan kiintopisteiter-
aatioksi, mikéli se suppenee johonkin raja-arvoon fi.

Tarkastellaan Newtonin menetelméé ja merkitddn « = T'(z) ja f(x) = 0. Télloin

T(x) =z — JJ:/((?) = B,
joten @
Hz) _ jos  f'(z
@) =0, jos f'(z)#0.
Nain ollen
o - L@ @]

joten kyseesséd on kvadraattinen konvergenssi.

Lause 4.1 KIINTOPISTELAUSE. Olkoon H tdydellinen jaT : H — H kutistava kuvaus suljetussa
joukossa S C H. Silloin on olemassa yksikisitteinen vektori f. € S, jolle f. = T(f«). Lisiksi
tima vektori saadaan kiintopisteiteraatiolla lihtien mielivaltaisesta vektorista f1 € S.

Topistus. Olkoon f; € S ja fry1 = T(fx). Téllsin
I fr1 = fill = 1T (fx) = T(fre-)Il < &l fx = fr—1ll-

Siten
I frer — fll < 57 f2 = Al -

Edelleen saadaan

| fetp — Sl | frap — frap—1ll + I feap—1 — forpzll + -+ | fra1 — Frll

(KFTP=2 4 Fp=3 4 R f2 = Al

IA A
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oo

< DRI Al
=0
k-1
K
= 1_H||f2_f1||'

Siten {fr} on Cauchy-jono. Koska H on tdydellinen ja S suljettu, jonolla on raja-arvo f —
f« € S. Osoitetaan, etti f. = T(f,). Koska

Ifs =TI = s = fr+ F =TSl
< lfe = frll + 11k = T
= s = el + 1T (fe—1) = T (Sl
< e = Sl + &l for = full

saadaan viimeinen lauseke mielivaltaisen pieneksi valitsemalla k riittdvin suureksi. Siten || fi —
T(f)|l =0 ja f. = T(f«). Olkoot lopuksi fi ja fi kaksi kiintopistettd. Silloin

Ifs = Fell = I1T(F) = T(FOI < wllfe = £l -

Koska £ < 1, on oltava f. — fi = 0, joten kiintopiste on yksikésitteinen.l]
Tarkastellaan seuraavaksi lineaarista yhtaloa

g=Kf, (4.1)
missi K : H — H. Yhtéls (4.1) voidaan kirjoittaa muotoon
f=U-K)f+g=T(f)

Nyt T'(f) = I — K, joten yht#ls voidaan ratkaista kiintopisteiteraatiolla, mikéli || — K| < 1.
Jos ||I — K|| > 1 voidaan merkitd g = cg ja K = cK ja valitaan ¢ € R siten, ettd || — K| < 1.
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4.2. Landweber-iteraatiot

Miniminormiratkaisulle f = KTg pitee f € N(K)* ja K*Kf = K*g. Kun timi toteutuu, on
myos

f=F+B(Kg—-KKf)

kaikille 8 € R. Pyritdén kiintopisteiteraatioon ja asetetaan
frr1 = fr + B(K*g — K*K ),

eli
T(f)=f+B(Kg— K'Kf).

Olkoon fy = 0 (jos fo # 0 voidaan tehdd muuttujan vaihto f/ = f— fo). Silloin f; € R(K*) =
N(K)* kaikille k, silld

fi = fo +B( K'g +K*Kfo),
<~ — =
ER(K*) ER(K*) eR(K*)

fo = fi +6( K*g +K*Kf),
<~ —_ =
ER(K™) ER(K*) €ER(K*)

Siten, jos fx — f suppenee, niin f € N'(K)* ja K*g = K* K f. Madritellisn virhe rp = fr—f,
jolloin

rhit = Th+B(KTg— K*K(re + f))
= rk—l—ﬂ(K*g—K*Kf—K*K?"k)
=0
= (I-pK*K)r; ja
e = (I—BK*K)krg . (4.2)
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Siten suppenemisen ehtona on || — SK*K|| < 1. Ma#ratdén suurin 3, jolle tdimé ehto on voimas-
sa. Olkoon {)\¢,v;} operaattorin K*K ominaissysteemi. Koska ry = —f € N(K)*, voidaan kir-
joittaa

rg = Z(rg,w>vg ja (4.3)

Ae>0
re = (I—BK*K)* )" (ro,ve)ve (4.4)
Ae>0
= Z (ro,ve) (I — BK*K)*v,
Ae>0
= > (ro,ve) (I — BK*K)* (I - BK*K )y
—_———
Ae=0 (1=BXe)ve
= Z (ro,ve) (1 — BAg)*vy (induktio) , (4.5)
Ae>0
josta virheen normin nelicksi saadaan edelleen
Ikl = > (1 = BA)* | (ro, ve) [* - (4.6)

Ae>0
Suppeneminen edellyttdd, ettéd ||rg|| — 0, joten on oltava |1 — BA¢| < 1 kaikille ¢. Niin ollen
[1-0N|<1 & —-1<1-pN<1
&S —2< [N <0
S 0< B <2

2

S 0<p< —.

B N

Tallsin |1 — BA¢|** — 0 kaikille £ ja edelleen ||| — 0. Koska f;, € N(K)*, on oltava f, — K'g,

silld kyseisessé aliavaruudessa vain KTg toteuttaa ehdon K*Kf = K*g. Algoritmin huonona
puolena on, ettid se suppenee hyvin hitaasti.



Tarkastellaan nyt algoritmin kiyttaytymists kohinaisen datan g° tapauksessa, kun ||g—g°|| <
5. Olkoon d¢ = f,‘g — fx. Siten

iy = R+B(K¢ —K'Kf) ja (4.7)
di+1 = fl§+1 - flc+1

Sisélts: = R+B(K*g —K*Kf))— fr—B(K*g— K"K fy)
L Jondante = fi— e +BK* (6" — g) - BK*K(f{ — [x)
2. Yleistetyt N—— ——

kaanteiskuvaukset =d£ :di
3. Tihonov-

relgjlgcr)};ointi = (I — ﬁK*K>di ot ﬁK* (g(S - g) s dg =0. (48)
4. lteratiiviset

menetelmét Kolmioepayhtélon ja induktion avulla saadaan
5. Tehtavid 5 ; ;

ldpsall < [I(I = BK*K)dg|| + |IBK™(9° — 9)l
< I -BE*K| |4l + BIK] |lg° - gll
e | ey b
<1 =6
L« » ] < gl + B
REES - "
silld kun d = 0, niin
_Swos/ 108 | Il < BIKIS,
| vk | Il < [ldl +BIK]s < 28| K6,
<BIK|s
_ Edelleen
_ pe | 152 Kgl = 1A — fu+ fu— K'gl
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1fe = K gl + 1152 = fxl
1fe — Egll + O(k9) . (4.10)

INIA

Valitaan algoritmin pysdytys- eli terminointisiints k = k(0) siten, ettd kun 6 — 0, niin || f,f —
fxll — 0. Tdmi toteutuu, kun k§ — 0, eli kun § — 0, jolloin voidaan valita esimerkiksi k() =

C()/\/g.

4.3. Konjugaattigradientti-iteraatiot

Olkoon A € RV*N symmetrinen ja positiividefiniitti. Nyt yhtéloryhmén Af = g ratkaisu mini-
moi my6s nelidllisen funktionaalin (laskuharjoitukset)

8(1) = 1%~ (fg) (411)

Siten yhtaloryhmén ratkaisua voidaan hakea numeerisen minimoinnin keinoin. Ideana on, etta
suunta voi olla “halvempi” laskea kuin yhtiléryhmén ratkaisu f = A~1g.

Steepest descent

Yleinen ensimmaéisen kertaluvun menetelmé on niin sanottu nopeimman laskun eli steepest de-
scent (SD) menetelmd. Funktionaali (4.11) pienenee pisteessi fi nopeimmin negatiivisen gra-
dientin —V¢(fr) = g — Afx suuntaan. Koska tdmé suure on myos menetelmén residuaali, merk-
itddn rp = g — Afr. SD-menetelméssid muodostetaan rekursio

fe = fre—1+ agri—1 (4.12)

ja siirrytdan negatiivisen gradientin r;_; suuntaan niin pitkélle, kunnes yksiulotteisen haun
minimi saavutetaan, eli mééritain o € R siten, ettd ¢(fr—1 + agrr—1) minimoituu. TAdm&
minimi saavutetaan, kun

ar = [lre—1l®lIre—all2* - (4.13)

Voidaan osoittaa, ettd SD-menetelmén globaali konvergenssi on hidas, jos £(A) = Amax/Amin
on suuri, mikd on kéénteisongelmien yhteydessé yleensi tilanne.
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A-konjugaattigradienttisuunnat

Tavoitteena on valita hakusuunnat jollain toisella tavalla, eli korvata suunnat rj joillakin muilla
suunnilla py siten, ettd konvergenssi olisi SD-menetelméé nopeampi. Nyt

O(fr—1 +arpr) = % (fe—1+ arpr, A(fr—1 + arpr)) — (fr—1 + kD, g)

= [0k Afio) + ond s, Ape) + oo, Afic) + 0 (pr, Ap)]

—(fr-1,9) — ar (pr,9) ja
d
d—¢ = (Afu—1,px) + Dk, Apr) — (Pk, 9)
ag
= (Afp—1—9g,pr) + axllpeli =0
————

=—Tk—1

= ap = <Tk—lapk> ||pk?||;127

joten yksiulotteisen minimoinnin tuloksena saadaan

ar = solming(fi—1i +oupe) (4.14)
= (pr,7e-1) lIpell” (4.15)

jolloin
Bfk) = Blfi) = 5 (w7 Ioull 3 (£16)

Ongelmana on, kuinka suunnat py tulisi valita, jotta algoritmi suppenisi mahdollisimman no-
peasti. Jos esimerkiksi py L r;_1, el modifioitu algoritmi suppene lainkaan.
Oletetaan, ettd kyetddn valitsemaan lineaarisesti riippumattomat (LI) suunnat py, ¢ =
1,..., k, siten, ettd
=sol min 4.17
fi = sol min 6(fi) . (4.17)
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missi P, = span{pi,...,pr}. Koska {p;} on LI, on Py = R¥ ja Afy = g, joten tillainen
algoritmi suppenisi oikeaan ratkaisuun NV:114 askeleella. Pyritdan madrdamasn suureet oy ja py
siten, etta

fr = sol min ¢(fr—1 + crpr) - (4.18)
fLEPx
Olkoon nyt P, = (p1,...,pr) € RYXF valittu ja {py} LI Jos fr_1 € R(Pr_1), on fp =
Py _1yr+agpr, missi vektorin i, € RF~! elementit ovat fi_1:m koordinaatit kannan {py, ..., px_1}
suhteen. Silloin
2
e
¢(fx) = ¢(Po—1yx) + ok (Po—1Yk, Apr) + 7k||Pk||A — ag Pk, 9) - (4.19)

Pyritdén eliminoimaan oikean kiden toinen termi, eli valitaan py siten, etti (Py_1yk, Apx) =
<yk, P,j_lApk> = 0 kaikille yi, mik& toteutuu, kun

pe € N(Pr_LA) . (4.20)

Tésté seuraa, etté py € R(A*Pp_1)t = R(APy_1)t = span{Ap, ..., Apr_1}". Ehtoa (4.20)
kutsutaan konjugaattigradienttiehdoksi. Talloin

2
min 6(/0) = i o(Fe-131) + min { SE el — e o)} (4.1

Y,k

jossa molemmat minimoinnit voidaan suorittaa toisistaan riippumatta. Koska fy_1 € R(Px—1),
on konjugaattigradienttiehdon toteutuessa (py, Afr—1) = 0, jolloin

ar = (pr:g) el (4.22)
= <pk’7’k71>||pk||22~ (4.23)

Voidaan osoittaa, ettéd jos r,—1 # 0, niin on olemassa p, € N(P;_;A), joka ei kuitenkaan ole
yksikiisitteinen. Valitaan niistd py se, jolle ||px — rx—1]|| on pienin. Talloin

k= Tp—1 — apApy, (4.24)



(Pk,smr) = 0, (4.25)

Pr = span{ro,...,r_1} =span{g, Ag,...,A*"1g} ja (4.26)
(Tk, ’I“g> = 0, k 75 l . (4.27)
Siten voidaan kirjoittaa py = rx—1 + Brpr—1 ja edelleen osoittaa, ettd
Sfsalia: B = — (a1, Arion) llpeallz? o (4.28)
1. Johdanto 2 _92
2. Yileistetyt Q= ||Tk*1||2||pk||A o (429)
kaanteiskuvaukset . . . . .
3 Tihonov- Kun kéytetddn hyviksi algoritmissa aiemmin laskettuja vilituloksia, saadaan CG-algoritmiksi

regularisointi

4. lIteratiiviset

menetelmat k=0, fo=fo, To=9— Afo
5. Tehtivii while r, # 0
k=k+1
ifk=1
b1 =To
else

B =Ti_1Th—1/Th_oTk—2
Pk = Th—1 + BrPr—1

end

qr = Apy

Qp = Tg_ﬂ“kq/pg%

o = fo—1 + arxpr

Tk = Tk—1 — OkQqk

end

f="re

Kuten algoritmista néhdéén, raskain laskutoimitus, eli matriisi—vektori -tulo, lasketaan vain
kerran iteraatiokierroksessa.
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4.4. Kaczmarz-iteraatiot

Kaczmarz-iteraatio yhtaloryhmén g = K f ratkaisemiseksi perustuu tdmén tarkasteluun riveittéin
seuraavasti. Olkoon K, matriisin K £:s rivi. Jokainen yhtéléryhmén yhden rivin mairadméi
yht&lo on luonnollisesti alideterministinen ja ratkaisuja f, jotka toteuttavat yht&lon

ge = (Ky, f) (4.30)

on ddrettomén monta. Ratkaisut, jotka toteuttavat yhtélon (4.30), muodostavat moniston. Olkoon
P, projektori monistolle (4.30). Kaczmarz-iteraatiossa muodostetaan ratkaisujono f() = P, f¢=1).

4.4.0.1. PARALLEL BEAM -TOMOGRAFIA

Tarkastellaan aluksi, kuinka monistot liittyvét parallel beam -tomografiaongelman muodostamiseen.
Menetelméé, jossa monistoja “ei s#ilotd”, vaan jokaisen havainnon yhteydesséd iteroidaan yk-

si kierros Kaczmarz-iteraatiota, kutsutaan ART-algoritmiksi (Algebraic Reconstruction Tech-
nique).

Olkoon f(z) > 0, x €  C R? ja Q kompakti. Tarkastellaan kuvan 4.1 osoittamaa tilannetta.
Olkoon g viivaintegraali g = f7 f(z), joka voidaan tulkita formaalisti (normeeraamattomaksi)
projektioksi g = (p,, f), missi p., on distribuutio. Diskretoidaan ongelma ja tarkastellaan M:44
projektiota. Jaetaan {2 pistevieraisiin osajoukkoihin (tyypillisesti taso jaetaan neliihin) Qg, jotka
peittavat Q:n, eli

M
Ue = @,

/ng(az)xk(x) = 0, (#£k ja

(.’L‘) _ 1 ,xey
Xt o 0 , muulloin,

missé x¢(z) on joukon €, indikaattorifunktio. Approksimoidaan nyt funktiota f(x) funktiolla,
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Kuva 4.1: Projektiot hypertasoille.
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joka on paloittain vakio
M
fl@) Y fixs(a) -
j=1

Oletetaan, ettd on havaittu projektiot (viivaintegraalit) g, = fw f(z), missd vy, on projektiota
vastaava suora. Nyt voidaan kirjoittaa approksimaatio

g = (Kif) ja (4.31)
KG) = [ @, 432)

missi f, K, € RV. Alkio K,(j) voidaan siis tulkita suoran 7, elementtis ; leikkaavan suoran

pituudeksi.
Edella esitetty diskretoitu ongelma voidaan kirjoittaa yhtaléryhméan muotoon
g = Kf ja (4.33)
K = [Ky,....,Ky|", (4.34)

joka voi olla alideterministinen, eli M < NN, seka liséksi useissa sovelluksissa hyvin suuri, mutta
usein my6s hyvin harva matriisi.

4.4.1. Projektiot monistoille

Tarkastellaan monistoa V. = {f| (v, f) = g}, v # 0, ja merkitdédn V = span{v}, kuva 4.2.
Vektorit f € V, voidaan kirjoittaa muotoon f = f1 + fo, f1 € V ja fo € V+. Nyt f1 = cv ja

<1},f1—|—f2>:<’l],f1>:C<U,U>:g, (435)

joten ¢ = g|jv[|=2. Siten monisto voidaan esittii muodossa V. = {g|v||"2v + f2 | f2 € V*1}.
Olkoon x € H mielivaltainen, jolloin on olemassa yksikésitteinen Py, x € V, siten, etta

- P = mi -yl - 4.36
=Py, zf| = min ||z —q] (4.36)
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f=h+f

faeVt

fr=gllvl|7?v

Kuva 4.2: Monisto V. = {f| (v, f) =g}
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Moniston V, vektorit ovat muotoa w; + wg, missé wy € V, ja wy € VL. Siten funktiolla
h(t) = ||z — (Py,z + tw)]|? (4.37)

on oltava minimi pisteessi t = 0 kaikille kiinteille w € V*. Asetetaan h/(t) = 0, jolloin saadaan

d

KO) = Z{le-(Pr.e+tw)’}]_, (4.38)
d

= — (x — Py,x —tw,z — Py, x — tw)} ’t:O (4.39)

= 2w,z — (Py.z —tw))|,_, (4.40)

= 2(w,x—Py,xz)=0 (4.41)

kaikille w, kun ¢ = 0. Siten z — Py_x € Y+, joten x — Py x = Bv, kun 3 € R, kuva 4.3. Nyt
Pyx=x—pPveVja

9= (v, Py.z) = (v,2) — Bllo|* , (4.42)

joten
B = (o) -glkl™ ja (4.43)
Poz = o ((v,2) —g)lol| . (4.44)

Voidaan osoittaa, ettd || Py, z1 — Py, za| < ||x1 — z2|, joten projektori Py, on ei-laajentava
(vrt. kutistava). Yhtdloryhmén K f = g ratkaisuille on siis oltava voimassa

(Ke, fy=g¢, £=1,....M, (4.45)
eli f kuuluu jokaiseen parien (XK, g¢) médrddméaén monistoon Vi ¢ eli

M
fe()Vee- (4.46)

=1
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Vi

*

V=pit

Kuva 4.3: Vektorin x projektio Py, x monistolle V..
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1 2 3
V*,l
4 5 6 K, = [000001/301/31]
fo— fH(ge— K NHIKN K,
7 8 9 €R

Kuva 4.4: Ratkaisualkioiden pédivittyminen Kaczmarz-iteraatioissa.

Kaczmarz-iteraatioiden ideana on valita alkuarvo, projisoida tdmé rekursiivisesti monistoille

Vi (ja jatkaa alusta) siten, ettd
£ _ p O (4.47)

missé Py on projektori monistolle V, ;. Algoritmi saa nyt muodon

k= 07 f = fO
while (lopetusehto)
for /=1,...,.M
f=Pf=f+ (90— K] fIEKe|| K,
end
end

Selvasti nahdédan, ettd projektiovektorit paivittdvat vain niitd f:n alkioita, jotka ovat pro-
jektiossa “mukana”, kuva 4.4.
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4.5. Esimerkki iteratiivisista menetelmisti

Tarkastellaan dekonvoluutio-ongelmaa, jota kuvaa integraaliyht&lo

1
g(z) = /0 e Clevl f(y) dy

missé £ > 0. Olkoon (kohinaton) data
gla) = 2671w — g7 1T €727 — mtUmD)
jolloin integraaliyhtélon yksikésitteinen ratkaisu on

fy)=vy

ja ratkaisun ongelmallisuus riippuu parametrista £. Data g diskretoidaan tasavéliseen hilaan
21 =0,20 =h,...,zy = 1, missi h = 0.01 ja siten N = h~! + 1 = 101. f diskretoidaan hilaan
y1 = 0,y2 = Ay,...,yn = 1, missi Ay saa eri arvoja ja M = (Ay)~! + 1. Diskretoidaan K
seuraavasti

wyexp(=& |z —y1|) ... warexp(=€|x1 — yml|)
X wiexp(=§lz2 —w1|) ... wamexp(=§|r2 —yml)
wyexp(=€leny —y1|) ... waprexp(=€|zny — yuml|)
jossa
| Ay/2 k=1N
Y =1 Ay k=2,...,N-1

Ratkaisuhilan dimensio on M = 81 ja datavektorin pituus on N = 101. Todellinen ratkaisu
on f(y) =y ja additiivisen kohinan varianssi oli

lell ~ 10~2[lg]| -
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Kuva 4.5: Kohinaton ja kohinainen data. [KOODI]
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Ajetaan kutakin menetelm#é sata kierrosta (Kaczmarz-iteraatioita sata kertaa kaikki rivit
yksitellen) parametrin £ arvoilla £ = 3, 10 ja 50. Kohinaton ja kohinainen data tapauksessa
& = 3 on esitetty kuvassa 4.5.

Landweber-iteraatioissa kertoimena kaytettiin 0.958max. Estimointivirheiden normit || fx — f||
sekéd ndiden mielessd parhaat estimaatit on esitetty kuvassa 4.6. ART-algoritmin virheistd on
tulostettu joka kymmenes.

Huomionarvoista on, ettd CG ja Landweber iteraatioiden antamat parhaat estimaatit ovat
ldhes yhtenevid, mutta CG “saavuttaa” parhaan estimaatin pienemmaélld ma#ralld kierroksia
kuin Landweber. MyGs optimaalisen iteraatiokierrosten méaéran riippuvuus operaattorin K huonokun-
toisuudesta (tissi tapauksessa parametrista &) on selvisti havaittavissa.

Tehtavia
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T T 12 T T T T T T T T

1 — - Oikea
— Landweber
cG

—— Kaczmarz

— - Oikea
Landweber
cG

Kaczmarz

= - Oikea
— Landweber
cG

Kuva 4.6: Estimointivirheiden normit || fi — f|| kierroksen funktiona (vasen sarake) seké niiden
mielessi parhaat estimaatit (oikea sarake) seké todellinen f (katkoviiva). Paksut viivat: Kaczmarz

(ART), keskipaksut: konjugaattigradientti ja ohuet viivat: Landweber. [KOODI]
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